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§ 1 . 1 动力 

想起来是那样遥远-从 Lebesgue 发表他的建立我们现在所称的 Lebesgue 泖 

度与积分的几页纸的划时代的论文算起，整整一百年过去了. 一 百年春风秋雨 ，一 
百年春华秋实， Lebesgue 的工作经受住了时间和实践的检验 一一 这个当年虽然茁 
壮但却幼小的禾苗长成了枝繁叶茂的大树 一一 它的枝叶荫及了现代数学中的许多 
领域.回望来路，我们可以看到许多大大小小的数学家在树下辛勤劳作的身影；瞻 
望未来，它将长久地为后来者提供庇荫. 

人们为什么需要它？有无穷多条理由.我们只要看一下概率论的情况就可以 
了. 

初等概率论中有许多没有严格证明的结论。例如，我们都学过下面这个 结论: 
设^为一连续型随机变量，分布密度为/，则对于任意 Borel 可测函数 F ， 也为随 
机变量且 

E[F(0] = J F(x)f(x)dx. 

但一般教科书并没有给出这个结论的证明，因为只凭初等概率的知识是无法证明 
的.再如，我们学过独立随机变量序列的种种性质，但却“忽略”了一个基本 问题: 
这种序列是否存在？如果它们根本就不存在的话，我们所学的一切岂不是全是空 
中楼阁？当然这并不是粗心所造成的忽略，而是在初等概率论中，根本就无法回答 
这些问题。 

而有了测度论，就可以回答这些问题.当然，历史的发展证明，测度论对概率 
论的作用远不止于此.实际上，整个现代概率论的基础，全是建立在测度论基础 
之上的。这一工作是20世纪30年代由上世纪最伟大的科学家之一 一一 前苏联数学 
家 Kolmogorov 完 成的. 

高等概率论这门课的主要内容，就是测度论. 

§1.2 计划 

这本书主要是写给概率统计方面的研宄生的入门教材和研宄人员的参考书.它 
无意成为一部内容齐全的辞书，内容的选取无疑地是受到作者本人的经验的影响 
的. 

2集类与可测性 

§2.1 基本术语 

我们已经知道了集合论的基本概念，也知道了下列 运算： 


一 




E\ U 五 2 , 


2、 交: 


E x n E 2 , 

以后我们还要经常用到以下概念。 

3、特征函数 






l^(rr) = 1 if x G .E, 0 if x ^ 


集合与其特征函数相互唯一确定。 
现在设 X 为一集合 ， C X， n = 1，2, 

4、上极限 


limsup - B ^ : = {x E X : 彐无穷多个 n 使 x G E n } 

n 

= x e X : Vn, 彐 A: > n G Ek 

= uZ n E k . 


5、下极限 


liminf^: = {$€ 入：只有有穷多个 71 使 $ 多五 4 

n 

=x G X : 彐 n ， \/k > nx G E k 

=u ^ =1 nZ n E k . 


6、 极限 

^ limsup ,, E n = liminf n E n , 则称极限存在，且记为： lim n E n . 

7、 单调列 

若 Vn, C E n+l) 则称为单调上升列,记为仏 t. 此时 lim n ^ = U n E n . 
勒 n ， E n ] E n+U 则称为单调下降列，记为此时 lim n ^ = n n E n . 

8、 余集 


E c :={x:x^ E}, E c F ^ E c D F c . 

9、 De Morgan 原理 

(U ieI Ei) c = Hi = iE^ (n ieI Ei) c = U i= 1 Ef. 

F — Ui^jEi = r \ i = i(F — Ei ) : (F — = Ui = i(F — Ei ). 


10、差 
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11、对称差 


E - F := EnF c . 


E A F := (E - F)U{F - E). 

12、运算法则 

AnB = Bn A, AUB = BUA 

(AuB)nC = (AnC)u (Bn C) 

(AHB)UC= (AUC)H(BUC) 

(AnB)nC = An(BnC) 

(AUB)UC = AU(BUC) 

— B = Ui e i(Ai — B) 

§2.2 常用集类 

我们考虑问题时，总会局限在一定的范围内。随着问题的变化，这个范围也会 
变化。但当一个问题确定下来后，这个问题一般也会随之确定下来。这样的一个范 
围，我们叫它空间，或有时为了强调其大而称为全空间。例如，我们考虑一维问题 
时，这个空间是 R 1 ; 考虑 n 维问题时，它是 R ' 等等。以后如不特别申明，我们都假 
定己预设了这样一个全 空间： 一切元素、子集等都是这个空间的。我们暂时用 X 表 
示这个空间. 

由 X 的某些子集所构成的集合称为集类。我们以后要研宄的集类全都满足某 
种运算性质.第一种集类是 ：环. 

定义 2 . 2 . 1 . 设深为非空集类。若 

E，F G 涿今 EU F, E — F e 深， 

则 称淡 为环。 

注： V 环深，0 G (•/ ^b = E-Ee 淡). 

什么是环？ 

例 2.2.2. :设 X 是一集合，则 X 的所有有限子集构成的集类是环。 

例 2.2.3 •: 深：= {U- l =1 [a^ bi)，n = 1, 2, • • • ， 一 oo < ai <bi < +oo} 是环。 
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证明： 易见深对有限交与并均封闭。又因为 


[ft, 6) _ [c, cT) G 

戶 /f 以由 De Morgan 法则 

^i=i[ a ij bi) — dj) 

=U^ =1 ([a^ bi) — UjL^Cj, dj)) 
=U^ =1 (1^ =1 ([a^, bi) - [cj, dj)) 
G 


Q.E.D. 

什么不是环？ 

例 2.2.4. :设 X 是一无穷集合， n 为一整数，则 X 的所有由 n 个元素组成的有限子集 
构成的集类不是环。 

例 2.2.5 •深：= {[ a , 6 )， —oo < a < b < + 00 } 不是环。 

命题 2.2. 6 .深 为环 O 深关 于并及真差封闭。 

证明： 今显然。 dE，F e 淡， 则 EuFe 涿，因而 = 

命题 2.2.7. 设涿为环，则 

1. E，F G 涿今 EAF，EnF G 涿. 

2. Ei G ^ 7 i = 1,2,3， • • • > U^ = ^Ei G D r ^ = iEi G . 

证明： 1. 

E A F = (E - F ) U(F - E ), 

EnF = (EU F ) - (E A F ). 

2. 归纳法。 

定义 2.2.8. 代数： 环涿若含全空间，则称为代数。 

上面的例 2.2.3 只是环而不是代数。反之，下面的集类是 代数： 

^ ：= { U ^ Ei.n = 1,2, • • • ,其中段或者为 [ a , b )- oo < a < b < + oo , 

或者为 (- oo , 6), 6 $ + oo }. (2.2.1) 

要验证一个集类为代数，当然可以直接用定义，先证明它为环，再验证它包含 
全空间。但通过下面的结果去验证会更快捷一些。 


Z. 



命题 2.2.9. —非空集类涿为代数的充要条件是下面两条之一（因而同时） 成立: 
( 1 ) 涿对并及余封 闭； 

作」涿对交及余封闭。 

证明：两个条件的必要性显然，往证充分性.设全空间为 X . 

1. 设涿对并及余封闭，首先注意任取 F e 尺， 有 F % n , 从而 

n = FUF C e ^. 


其次，设兄 E G 涿，则 


E - F = EnF c = ( E c UF) c 

所以涿是代数.同理可证 (2). 


Q.E.D. 


§2.3 生成环与代数 

我们仍然假定全空间为 X , —切集类均是这个空间的子集所构成的集类. 

定义 2.3.1. 设#为一集类，爲为环， 4 为代数. 

1. 若 # C 深 0 且对任意包含#的环涿 有涿 Q C 涿， 则称爲为#所生成的环，记 
为爲=涿(#). 

2 . 同样地，若 # C 且对任意包含#的代数 W 有 C V ，则称为#所生 

成的代数，记为 = 


定理 2.3.2. V 集类#，涿 ㈤ )与均存在。 


证明： 以环为例.以夕( X )表示 X 的所有子集构成的集类，则夕( X )为环且夕( X ) ：) 
于是，令 

2 \= 为环且深 D 

则及非空。 

令 

深 0 := = {E ： v ^ e e 

则深 o 为环且 V 深 g 及，爲 d • ••爲 = 淡 [ S ") 

推论 2.3.3. 设#为集类，贝 |JVA 6 n (^), 3 n , 战 G i = 1，2,…， n ， 使 A C 

IU 
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注意对生成的代数，该定理不成立. 

证 明：令 

n 

沒 := {A : 3 n , 3 Bi,i = 1，2,…， n , 使 A C [J Bi }. 

i=l 

则夕为环且 ：） ， ••• 零 、 d 

例 2.3.4. 

X = R , (o = {[ a , 6), —oo < a < b < + oo } 

= { U ? =1 [ a “ bi)，n = 1，2,3 ,…， —oc < ai <bi < + oc } 

(( f ) = { Ul l =1 E“ n = 1 , 2, …，其中馬或者 [a, b) — oo < a < b < + oo , 

或者为 (一 00 ,6),6 < + cx )}. 

例 2.3.5. 设 X 为任一空间， # = {{ x }， xGX }， 则 

淡 ㈤ ) = { A : A 为 X 的有限子集 } 

= { A : A 或#为 X 的有限子集 } 

注： 

深⑹ =淡(零 ))• 
s^{S) = ⑷） = i ( 深 ⑹). 

§2.4 a - 代数与可测空间 

对极限运算封闭的代数称为 a 代数. 

定义 2.4.1. 非空集类多若满足 

对余封闭: 

E e 多 =^> E c e 

么对可列并封 闭： 

oc 

Ei G i = 1，2, • • • =^> ^ G 

i=l 

则称为( X 上的子集) a 代数. 

a 代数当然是代数.而如果己经知道一个集类是代数，则验证它是 a 代数的手 
续要简单一些. 
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命题 2.4.2. 代数多如果对不交的可列并封闭，则成为 a 代数. 


证明： 设^ G ^ n > 1. 补充定义 Eo = 0. 由于多是代数，故凡 
if^Ek d 但 F n ，n 2 1 不交，故 

uZi^n = uZiK e 

完毕. 

命题 2.4.3. 设多为 a 代数，屄 G 多，则 

(lEi, lim sup^, lim inf Ei G 淨 . 

证明： 


... U c g 多 , ... uZiE- e {uZiE-Y ^ 


即 

进而 


lim sup Ei = nZi E k G 
lim inf Ei = E k G ^. 


定理 2.4.4. 设#为一非空集类，则存在 a - 代数多 a 使 
U C 為. 

2 . 若多为 a - 代数且多 D #，则多 D 為. 

多0称为由#产生的 CT - 代数，记为 a ( f ). 


证明与定理 2.3.2 的证明类似，留作练习。 

注： 对任意集类< 

cr ( 客）= a { a { S , )) 

口⑷ = «#)). 


例 2.4.5. 

X = R , S — {[ a , 6), —oo < a < b < + oo } 

我们知道 


{ S ) = { U ? = 1 Ei , n = 1，2,…，其中馬或者为 [ a , b ) — oo < a < b 

或者为 (一 00 ,6),6 < + cx )}. 


E n 


+00, 



但不是 CT 代数 • 例如，若 


则 


所以 


且 


^71 



I } 


= (0, 1) ^ ( S '). 


C a(^), 


i ⑷ ⑷. 


那么 a ( f ) 包含了什么元素呢？ 

首先，对任意开区间沁，6)， 

( ft , 6) = a + —, 6) G 

77/ 

又由于直线上的任意开集均可表示为可数个开区间的并，所以包含了所有开 
集. 进而，由于 a ( f ) 对余封闭，所以它又包含了所有闭集.特别地，它包含了任一单 
点集这样，它还包含了 

(a, b] = (a, b) U {b} Va, 6 G M. 

[a, 6] = (a, 6) U {6} U {a} Va, 6 G R. 

又由于 

(-oo,a) = U^L^-n.a) 

它包含了 （ —oo, a). 同理，它还包含了 （ ― oo,a] ，（ a ， +oo) ， [a, +oo)，Va G M. 自然，它 
也包含了全空间 R = (— 00 , + 00 ). 

a ( f ) 称为 R 上的代数^记为激 ( R ) 或爲 ff 标”尸，代表”一維”人其元素称 
为 B orel 集. 

习题：令 


S\ {( — oc, ft) , ft G K.} 
爲 ：= {( —(X), ft] , ft G K.} 
{( d , 6), ft , 6 G M } 
(04 '.= { (( 2 , 6 ], (2 G K .} 

(f 5 := {[a, 6], a, 6 G R} 


Emile Borel , 1871-1956, 法国数学家 



(oq := {(a, +cxd], a G K.} 

(oj != {[ft, +CX)) , cl G K.} 

為 :=R 中的所有开集 
爲 := R 中的所有闭集 

证明： Vi = I,-- - ,9, 

cr(^) = SS X . 

习题：将上述构造 Borel 代数的方法推广到 R' 

习题：可分度量空间上的 Borel 代数.设( X, d) 为一可分度量空间，由X的所有 
开集产生的 a 代数称为 Bord 代数，记为潘 P0. 证明： 

1. 潘 (I) = a (所有闭集)； 

2. 潘(X) = a (所有开球)； 

3. 潘(X) = a (所有闭球)； 

4. 存在可数个开球生成潘 P0; 

5. 存在可数个闭球生成潘 P0. 

记号： 设# 是集类，是集合，属不 属于# 都行。记 

^ nA ：= {E nA ： E e ^}. 

定理 2.4.6. 

a(S , )nA = (j{SnA). 

证明： 首先，4釣门乂为7-代数卜1^?)，又#门乂（：4釣门乂， 

.\a(^nA) c a(^) n A. 

反过来，令 

^ \— {E : E G o-((f), E (1 A G (7((0 n A)}. 

则多为 CT- 代数且多 D #，因而多 D cr((f ). 故多 = a (《). 于是 

(j{S nA)D a{(§) n A. 

Q.E.D. 

注意我们证明上述第二步的方法：为证明具有某种性质的集类(这里是多)包 
含了另一集类产生的 a 代数，只要说明前者是 a 代数并且包含了后者.这一方法 
在测度论中经常使用. 
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§2.5 可 测函数 

由于我们以后常常会遇到取值包括 ± oo 的函数，因此将上述定义推广一下会 
带来许多方便.即：将 l - oo }, {+ oo } 也称为 Borel 集.因此我们以后将这两个集合 
和潘 ( R 1 ) 共同产生的 a 代数也称为(扩张) Borel 代数并以潘表示之 ，即： 

激 ( R ) := cr (^( R ), {— cx )}, {+ cx )}). 

其次我们要引进可测空间的概念. 

定义 2.5.1. 设 X 是一空间，多是其子集 a 代数.称二元体( X ，多)为可测空间. 

设 X ， F 为两空间 ， f : X ^ F 为映射，对 A C F ， 记 

f ~\ A ) :={ xeX : f ( x ) G A }, 

称为 / 的逆映射.又若妒为 F 上集类，则记 

r l m ：={ r \ A )： Ae ^}. 

注意,容易验证逆映射保持所有的集合运算不变，即 

f-^n^A,) = n 似 /— \ 為)， 

r ^ yjieiAi ) = LW - VA )， 

r \ A - B ) = r i ( A )- r \ B ) : 

等等.这是一条十分有用的性质.特别是我们可以由此推出，对任意集类 V ，有 

/— V ( O ) = ^(/ -1 M ) - 

现在可以定义可测函数了. 

定义 2.5.2. 设 ( X ,多)， （ y , 爹) 为可测 空间， f : X ^ y 若满足 /-C 多， 则称为 
可测映射，记为/ 6多 / 爹. 特别地，若/ : X -^屁 1 为可测映射，则称为可测函数. 

命题 2.5.3. 设( X ,多)， （ y ，) 为可测空间 ， W C 爹且 a ( W ) =爹. f - 1 : X ^ V . 
若 /— YW ) (:多，则/ G 多/沴. 

证明： 在所给条件下有 

厂 1 ⑼= /— VGO ) = J (/ _1 GO ) C a (多）=炎 

推论 2.5.4. / : X 4 屁 1 为可测函数的充要条 件是： 

{x ^ X : f ( x ) < a } G Va G R , 
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还可以给出许多类似的充要条件，例如将上式中的严格不等号换为不严格的不 
等号，等等. 

例 2 . 5 . 5 .若 ( x , 多）= ( J ， Jn ^( R ))， 其中/为任一区间， 贝抒 上的所有连续函数均 
为可测函数. 

这是因为，若/连续，五是开集，则广 1 (五)也是/中的相对开集. 

例 2.5.6. 设 ( X , 多)为可测空间，则 /㈤ ：= l A ( x ) 为可测函数. 


因为 


{/ <4=(^ (2-5.2) 

I A, a > 1 

例 2.5.7. 若 (足, 武)， i = 1,2,3, 为可测空间， / 6 爲/為， g G 為/為，则分。/ G 
多\!多 ?>. 

证明：（分 o /)—H 為） = /— 1 ( 分 —H 爲 )）c f~\^2) c cFi. 

我们知道，连续函数对一些常见的运算如和、差、积、商（在分母非零时）、复 
合等都是封闭的.我们马上会看到，可测函数也有类似的性质.不仅如此，它们对 
一些关于连续函数不封闭的运算如极限也是封闭的.从这个意义上讲，可测函数之 
于连续函数正如实数之于有理数.可测函数的重要性由此可见一斑 一一 能想象吗? 
我们这个世界如果没有实数！我们的测度论如果没有下面这个定理！ 

定理 2.5.8. 设( X ，多)为可测空间， f , g ， f n 为可测 函数， c 是常数.假定下面出现的所 
有运算均有意义.则 / + 5 S C /，/- i ， /a ^ n = ifn , ^ n = ifn , limsup n / n ， liminfn /几均 

是可测函数. 

这里庇中的运算作如下规定.•对 : r 6 R ， 


(士 OO) + X = x + (±oo) 


X 


(干 OO) = 士 OO 


(士 OO) + (士 OO) = (士 OO) — (=poo) = ±oo 


X 


1 = 00 


0 


(±oo) = (±oo) - x = ±oo(x > 0), 0(x = 0), 干 oo(x < 0) 


下面的运算无意义 


(士 OO) — (±oo), (士 OO) + (=FOO) 
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定理的 证明： 我们一个一个地证明. 

1. 以 Q 表潘 ( R ) 中全体有理数的集合，则由于有理数全体可数，故 U +分 < 
a } = U rG Q ({/ < r } fl 切 < a - r }) G 多 ， Va G 深，即/ + g 可测. 

2. 再由于 


{cf < a } 


f {/ < c - k } 若 c > 0; 
[{/ > c - k } 若 c < 0, 


故 c / 可测. 

3. 由以上两点特别得到 / + g 与 /- p 可测.再注意 x 4 x 2 为连续函数，由 
例 2.5.7 知 (/ + g ) 2 与 (f - W 2 均可测.这样， 

fg = ^{(/ + 9) 2 - (f - d ) 2 } 


便可测了. 

4. {^ n=Jn < a } = n {/ < a }. 

5. { A- =1 / n > a } = U ^ =1 { f n > a }. 

6. 先假设由于 

lim/ n = yZ=Jn. 

n 

故 lim n / n 可测.同理对单调下降的序列结论也成立 .一 般情形可由 

lim inf f n = \ imA k > n f k , 

n n 

及 

lim sup f n = limW k > n f k , 

n n — 

得到.完毕. 

最简单的可测函数自然是可测集的特征函数，即形如 U 的函数，其中 E 6多; 
稍微复杂一点的是这些函数的线性组合，它们称为简单函数，其一般形式是 

n 

f = (2.5.3) 

i=l 

对 Uf =1 ^ 做如下分割: MA c {1，2,… ， n }， A 〆 0令 

Fa ：= {n ieA E t ) n 

则这样的 A 只有有限个 (2 71 - 1个)且若 A 7^ 则= 0. 于是 

/ = 

A ieA 
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(2.5.4) 



这样我们便说明了简单函数的表达式中，诸集合是可以选为互不相交的.于是今后 
有必要时，我们就直接做此假定. 

有限个简单函数的线性组合、乘积、极大值、极小值都是简单函数. 

由上一定理，简单函数的上、下极限是可测函数.有用的是，反过来也是对的. 

命题 2.5.9. 任一可测函数均是简单函数序列的极限. 


证明： 设/非负可测，令 


fn{x) 


穿若穿 S f ( x )< 

n > n . 


(2.5.5) 


W \ f n t /• 一般情况用分解 / = /+ _ /— 即可.完毕. 

这一定理给我们提供了一个由简单过渡到复杂的途径，以后我们会看到，许多 
构造和结果都是通过这种过渡实现的.下面就是一个简单而有用的例子. 


定理 2.5.10. 设 X 是一空间， （ y , 爹)为可测空间 ，X 4 令 


a ( F ) := F ~ l {^). 


则对上的任一可测函数/，存在 ( yy ) 上的可测函数 p 使得 

f = goF . 


§2.6 单调类定理 

一般说来，要验证一个给定的集类是 a -代数，到目前为止我们只基本上知道 
根据定义去验证,而这往往是是相当困难的.类似地，一般说来，要知道一个集类产 
生的 a - 代数有多大也是相当困难的。但是，对两种比较特殊的集类(代数和 7 T 类)， 
人们还是找到了很好的办法.事实上，这些办法决不只是技巧上的小聪明是改进, 
而是关乎整个测度论的奠基性的方法：要是没有它们，我们对很多问题恐怕都是束 
手无策的. 

这就是我们将要介绍的单调类定理.我们先定义单调类. 

定义 2 . 6 . 1 . 非空集类若满足 

{ E n } cM ， E n 单调 


则称为单调类. 

按定义, a 代数都是单调类，但单调类未必都是 a 代数.不过我 们有: 

定理 2.6.2. 若多既是代数又是单调类，则它是 a 代数. 
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事实上，设屄 G 多 ， i = 1，2,…，要证明 G 多.为此，我们写它为 

= U^ x UIL X E t . 

因为多是代数，故6 多； 又因为它是单调类，故 U 『 =1 尽6多. 

与环、 a -代数的情形一样，可以证明 

定理 2.6.3. 对任意集类#，存在包含#的最小的单调类，称为 f 生成的单调类，记 
为 j ⑷. 

由于 a 代数都是单调类，因此一般说来 1(#) Ca (^). 下面就是单调类定理. 

定理 2 . 6 . 4 .若涿为代数，则 1( 涿） = a (^). 

应用举例： 


例 2.6.5. 设^是概率空间⑴，多,上的随机变量， F 是其分布函数，则对任意 5 ord 集 
有 


P(i ^ B )= dF ( x ). 

J B 


( 2 . 6 . 6 ) 


'道 1 右近的粒分是 Lebesgue - Stieltjes 权分 2 

这是因为，使上式成立的 B 的全体构成一单调类（为什么？），且包含了 代数： 

^ ：= { U ^ Ei , n = 1， 2, • • • ， 其中爲 或者为 [ a , b )- oo < a < b < + oo ， 

或者为 (- oo , 6), 6 $ + oo }. 

因此包含了 1(#) = a (^), 而这正是 Borel 集 全体. 

定理的 证明： 

因为为包含涿的单调类，而是包含涿的最小的单调类，故 

a(^) D 

现在证明相反的包含关系。为此只要证明1(深))是 a -代数即可。而这，由引 
理，只要证明它是代数就行了。 

下面就证明它是代数。用命题2.2.9,只要说明它对余及交封闭就行了。先看 
余°令 

J {E .. E ， E C e 

自然 I D 涿.再则易证 I 是单调类，故 I D 崖、沈、. 

2 Henri Lebesgue, 1875-1941 ，法国数学家， Borel 的学生 ； Thomas Joannes Stieltjes 
(1856 - 1894), 荷兰数学家 . 
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再看交。 VEe 涿，令 


為 ( E ) := {F : F G 1( 涿)， EHF e 
贝 in (深 ）D 為 ( E ) D 深且為 (E) 为单调类，故扁 (E) D 从而 

為 ( E ) = 1( 深). 


再对 E 6 Jt [^) = 爲 ( E ) ，令 

為 ( E ) := {F : F G EnF e 

由上 一步， Ji 人 E 、〕 淡 、且也是单 调类， 故1 2 (五 ） D 1( 深). 这样最后得到 

為 ( E ) 二 Ji 、 淡、. 


于是深)是代数.完毕. 

由于在应用中确定一个集类是单调类往往比较简单 一一 我们以后会看到，它常 
常有诸如积分的极限定理之类的标准工具可用，因此上面的定理实际上是将确定一 
个集类为 a - 代数的问题转化为了确定它的一个子类为代数的问题。例如例 2.6.5 就 
是如此。但也正是这个例子使我们看到，由于代数的构造仍然比较复杂，真要做起 
来还是比较烦琐的。这促使 E . B . Dynkin 对上面传统的单调类定理进行了改造，得 
到了一种有时候用起来更方便的形式。我们来介绍他的结果。 

首先，代替代数的将是 tt 类。 

定义 2.6.6. 非空集类貧若满足 


则称为 7 T 类。 

代数当然是 7 T 类。 7 T 类却不一定是代数。例如 

^ := {(— cx ), a),a G R } 

是 tt 类而不是代数。比较一下，它当然比例 2.6.5 中的代数要简单多了。 

代替单调类的将是 A 类，它比单调类的要求要多一些 一一 这是可以想到的，因 
为对代数的要求的减弱必须得到补偿。问题的关键在于，这种多出来的要求在应 
用中往往很容易就满足了，这样整个问题便得到了简化。 

定义 2.6.7. 非空集类 A 如果满足以下 条件： 

1 . 包含全空间； 

2. E,F e A,E D F =^> E - F e A ; 

3. E n G A, E n lim n E n G A ? 

则称为 A 类。 
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a 代数一定是 A 类,但反之 不真： A 类对并未必封闭. 

同代数等的情形一样，有下面的 结果： 

定理 2.6.8. 设#为非空集类，则存在包含它的最小 A 类 A (#)， 称为由 f 生成的 A 类。 
现在可以叙述相应的结果了。 

引理 2.6.9. —集类为 a 代数的充要条件是它既是 7 T 类又是 A 类。 

定理 2.6.10. (A-7T 定理）若貧为 7T 类，则 A (貧 ）= a( 貧). 

我们试一试用现在的定理处理例 2.6.5 

使 (2.6.6) 成立的 S 的全体构成一 A 类（为什么？），且包含了 tt 类： 

C := {(— CO, b) ) b < +cx)}. 


于是结论成立. 

看看，果然快得多吧！ E . B.Dynkin 可真是不寻常啊！ 

定理的证明：完全模仿定理 2.6.3 的证明.留作练习. 

下面我们要叙述的是函数形式的单调类定理.它与集合形式的对等定理同样 
有用 一一 如果不是更有用的话.不过我们要等到学了积分后才能体会它的妙处. 

定理 2.6.11. ( X , 多)上的可测函数的子 类灰 7 若满足 

i) 1 G 

n ) 方 7 是线性空间， • 

m ) 若 /n > 0 ? / n G ^ f n t f , /有界可测〈可测人则/ G #， 
iv) ^ D {l El E G ^}, 而嘗是 tt 类且 a (貧） = 多. 则灰 7 包含全体有界可测「可 
测 j 函数. 

我们会经常碰到满足上面前三条条件的函数类.为方便计，我们给它们一个名 
称. 

定义 2.6.12. 若函数类灰 7 满足上定理中的 紐人 则称为义类. 

此定理己可包含大部分常见的应用.在直接应用它有困难时，可考虑使用它的 
一些变化形式 一一 它们在严加安的《测度论讲义》里有很全面的收集. 

证明：令爹 ：= {E e ^ ： i E ^ 灰 7 }，则沴 d 貧且易证爹为 A 类，于是沴=多.再 
由 iv) 即得定理的结论. 

习题： 

1. 设 x 是一空间， （ y , 爹)是一可测空间，/是映射 : x 4 y . ve c y ， 记 

f ~\ E ) ： ={xeXJ(x)eE}. 
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证明： 

/- ，) ： ={f~\E) ： Ee^} 

为 cr 代数. 

2. 设#为 R 中的集类， a { S ) = 雜).设( X ，多)为测度空间，/ : X ^ I . 证明： 
/可测的充要条件是： 

/- 1 ⑷ C 多. 

3. 沿用例 2.5.5 的记号.证明一切单调函数都是可测函数. 

3测度 

§3.1 代数上的测度 

我们己经熟悉了 Lebesgue 测度.回忆它的 构造： 先在较简单的集合上定义，然 
后一步步扩充到较复杂的集合上去.现在我们要把这种构造方法移植到抽象的框 
架中去. 

定义 3.1.1. 设 X 是全空间，乂是其子集代数.乂上的非负实值函数 /i 若满足 

E,F 6A,EnF = (/H fi(EUF)= fi(E) + /x(F), 

则称为有限可加集 函数； 若满足 

oo 

展 6 乂 ， i = 1,2, • • • ， EiCiEj = 0 Vi 7^ ji G A =^> = M 爲)， 

i=l 

则称为有限可列可加集函数，简称有限测度 . 

我们先罗列一些简单的性质. 

定理 3.1. 2. 设 /i 是有限可加集函数，则它有下列性质： 

1. 可减性： E, F e A, E c F - E) = fi(F) - 

2. 单调性： E,FeA,EcF=^ /i(E) < /i(F). 

3. 有限次可加性： E,Ei G A,i = 1,2, …， n , 五 C U^Ei /^(E) < 

YtMEi ). 

Jf.. Ei G w4., i = 1 , 2 , , Ei fl Ej = 0 Vi j, (Z E G ^4. =^ 

YZi _ 么 _. 

若 ； i 是有限测度，则除此之外还满足： 

5 . 可列次可加性 .. E,Ei G A,i = 1,2, ••- ,E c 1 ^ =1 馬 = 今 fi(E) < 
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证明： 

1. 2. 显然. 

3. 只需对 n = 2证明，一般情形可用归纳法 .n = 2时的证明 如下： 

< fi(Ei U E 2 ) = //(.Bi U (E 2 — Ei)) = fi(Ei) + fi(E 2 — Ei) < ii{Ei) + /j^E 2 )• 

4. 只要对每一 n 证明 

n 

< K E ). 

i=l 

但这是显然的，因为先由有限可加性，次由单调性有 


YA 恥 =姻=脱么祕 

i=l 

5.的证明基本与2.的一样，只是需要注意由于 U & 屄未必属于乂，必须做一点点 
技术上的修改.记 K ..= E n Ei , 则 K G 乂且 = EeA . 于是 

KE ) = / i (^ n ( u ^)) = / i ( u ^ 1 F ,) 

=/ x(Fi U ( F2 — Fi ) U ( F3 — F2 — F \) U …） 

= l ^{ Fi ) + / i ( F 2 - Fi ) + / i ( F 3 - F 2 - Fi ) H - 

^ MK) + ^(^2) + MG) + … 

^ /i(-El) + /i ( 五 2) + M 五 3) ―… 

接下来我们要引进集函数的上下连续性概念.设 /i : 乂->尺 +， E e 1 Z . 
若 VE n e A , E n i E , 有丄 M 五)，则称在五处上连续； 若 VE n e A , E n t E , 
有 / i ( K ) 则称 / i 在五处下 连续. 

现在可以叙述 

定理 3.1.3. 设 / i 为乂上有限可加集函数，则下列各条件等价. • 

1. ju 为测度，• 

2. / i 从下连续； 

3. / i 从上连续， • 

/ i 在0处处上连续， • 

5. / i 在 X 处下连续. 

证明： 1. 2.: 设，五 G 乂， , Ti = 1,2, • • • , 个五•由于 

E = ^^ = iE n = EiU ( E 2 — Ei ) U ( E ^ — E 2 ) + • • •, 
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所以由测度的可列可加性有 




/ i (五 1 ) + fi ( E n+ i — E n ) = lim [/ i (- E ' i ) + — Ek )} 

{ ^ n-^oc { 』 


lim [ fi ( Ei ) + > { ii { E k + i ) - fi { E k ))] = lim fi ( E n ). 



2. =^> 3.: 设 E m E G A , , n = 1,2, …，丄五.则 E r U c G A , ,n 
1，2,…，拉个于是 


fi ( E ) = fx ( X ) - fi ( E c ) = fi ( X ) - lim ^{ E c n ) = lim fi ( E n ). 

n^oo n — ^oc 



L. 

■ • • 



>4. 当然. 

^ 5. 考虑余集， 
^ 1. 设 EiHEj 



KE ) 


jy(E n ) = H 刪 -jy ⑽ 


lim fi(E — U ^ =1 Ei ) = 0. 

n^oc 


完毕. 


§3.2 测度的可测集 

既然 a 代数首先是代数，故上一小节的理论对 a 代数全部适用.但直接在 a 代数 
上构造测度无疑是十分困难的 一一 除去特别简单的场合外，实际上是不可能的.所 
以人们一般都是先在代数上构造测度，再将它扩张到此代数产生的 a 代数上去.这 
个扩张过程有个放之四海而皆准的一般理论，不需要个案处理.但大家要熟悉一些 
基本的案例，如 Lebesgue 测度. 

我们先固定记号: X 是全空间，乂是其子集代数，/ X 是乂上有限测度.可以很容易 
地将 /i 扩张，因为只要对任一 E C X 令 


//(£；):= infjy ^ / i ( A n ), A n e A , E c U n A n } (3.2.7) 

n=l 

就行了.它称为 / i 的外测度.补充戌=0，在上式中以人- U 以爪代替人，则其测 
度之和不会变大而其并不会变小，因而 


^( E ) := inf { J 2^ n ). A n eA.Ec U n A n , A n 不交 }• (3.2.8) 

n=l 

〆 自然保持了 / i 的一些性质，他们是： 
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命题 3.2丄 L / i *(0) = 0; 

2. > 0, WE c X; 

3. 单调十生， Ei c E 2 4 < /i*(E 2 ); 

l 强次可加性 .. ^(EUF)+ ^(EnF) < /i*(E) +/i*(F) ? VE, F c X; 
5. 可列次可加性： /i*(U- x E n ) < 五 n). 


证明 ： 1. 2. 3. 显然 . 为证明 4 .，於 > 0, 取 {E n ， 凡 6 An = 1 ， 2 ,...} 及自然 


数 iV 使 


E cJ2e u , F cJ2f u 


N 


^(E n ) < + s < ^(E n ) + 2e 


N 


^2fi{F n ) < fi*(F)+s < ^2fi(F n ) + 2s 


令 


N 


E’n ' 二 E n , E n 

n=N+l 


n=l 


N 


F ， N '=[F n ， F f ；= F n 

n=l n=N-\-l 


则 


EnF cE , N nF , N + E^nF , N + E , N nF , ； + E^nF , ； 

EUF c E^UF^UE^UF^ 


3 而 


f i%EuF)<^{E , N UF , N )+As 


^{E n f) < P [e’ n n f’ n ) Qe ： 


于是 

fi%EuF)+^(EnF) < ^(E f N U F；) + ^(E f N n F f N ) + 10^ 

= 师 N ) + /i*(F；) + 10^< ^(E) + ^(F) + 10e 

i^e > 0 是任意的，故结论成立 . 
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最后看 5.. Ve > 0, Vn > 1, 找 { An , m ， 几，爪之 1} 使 

oc 

f^(E n ) > — 2 n s. 

m=l 

两边对于 n 求和给出 

oo oo 

/i*(-E' n ) > fi(A n ^ m ) — s. 

n=l n,m=l 

但覆盖了因此上式右端大于仏)，这就是说 

OC 

y ^^*(^ n ) > M *( UT =1 E n ) - S . 
n=l 

由^的任意性便得到 5. 完毕. 

但很不幸，可加性丟失了.恢复可加性需要付出的代价是将 〆 限制在较小的集 
类上.这样就引导出可测性的概念. 

定义 3.2.2. E C X 若满足 ， (EnF)+/i*(E c nF) = /i*(F), VFcX , 则称为 〆- 可 
测集.其全体以多表示. 

注意，由于恒有， ( EnF )+ / i *( E c nF ) 之 / i *( F ), 故为要五是 / i - 可测集，只 
要 //(E nF ) + / i *( E c nF ) < / i *( F ) 就 够了. 

该定义有两个直接的推论.首先，它关于“余”是对称的，因此五和^^同时为或 
同时不为可测集.其次，设佐，佐为，-可测集且不交，在定义中分别以五 i ，五 A 
E 2 代 E ， F ， 则得到 

/ i*(Fn {El U E 2 )) = 〆 (五 1 n F ) + / i *( E 2 n F ). (3.2.9) 

进一步取 F = ^ iU 段则得到 

U E2 ) = + //(段)， (3.2.10) 

即，在 / i - 可测集上保持可加性. 

可测集当然是有的. 

习题： W 的元素全是 / i 可测集. 

但除此而外还有吗？ 

定理 3.2.3. 多为 a 代数. 于是特别地，多 D 
由此定理，可测集是足够地多了. 

定理的 证明： 由命题 2.4.2 只要证明多既是代数又对不交的可列并封闭. 
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我们己经注意到多关于“余”是封闭的. 
再设尽 e 多， i = 1， 2. 则 VF c X，有 


//((及 u 五 2 ) nF) +，((及 u e 2 ) c n F ) 

= nF) + n e 2 n F) + ^{ E c x n ^ n F) 

= /i*(Ex n F) + ^{E c x n F) = /i*(F). 

故多关于并也封闭.因而多是代数. 

现在假设五 n G ^,n > l , E z nE 2 = 0. 由于 UU 私, n 仝 1均是/ i*- 可测集 ，反 
复运用 3.2.9 便得到，对任意 F C X有 

n 

/i*(Fn(uLi^)) = 5^/i*(Fn^). 

k=l 

这样 

剛= /x*(F n ( U n k =1 E k )) + /i*(F n ( U n k =1 E k ) c ) 

n 

> 5^ /i*(F n E k ) + /i*(F n (u^L,^)^. 

k=l 

让 n —> oo 就有 

OO 

n=l 

> /i*(F n ( uZM ) + /i*(F n (u^E n ) c ) 

> /i*(F). (3.2.11) 

所以上式中的不等号全为等号，因而 6 多.完毕. 

§3.3 测度的扩张 

我们己做好了所有的准备，可以扩张代数上的测度了. 

本小节沿用上小节的记号.我们的结 果是： 

定理 3.3.1. ，是多上的测度.另外若 z / 也是多上的测度且在 W 上与 / i 相等，则在上// = 

V. 

证明：我们需要证明，在多上的可列可加性.在(3.2.11)中取厂=1^° =1 仏得 

OO OO 

^( uZiE n )) = ^^( FnE n ) = 5>*(仏). 
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另外，令 

^ :={E e a(j^) : fi(E) = u(E)}. 

则爹是单调类且包含代数 V ，因而由单调类定理爹 = W . 完毕. 

有了这一结果，下面的定义就有意义了 一一 它不会是空集. 

定义 3.3.2. 测度空间是指一三元组( X ,多，//)，其中 ( y ， 爹)是可测空间， / i 是多上测 
度.若“义）=〗，贝彳厂称为概率测度，（ X ,多， / i ) 称为概率空间. 

习题：设( X ,多)为可测空间，貧为 7 T 类且 a ( W ) =炎若 / i , z / 为多上的概率测度 
且在貧上有 /i = z /, 则在多上 /i = ZA 

我们注意到，尽管多一般与 / i 有关 一一 我们以后将写为多〃以强调这种关系一 
一 但它们都包含了一个公共的 a 代数于是我们由上一定理立即推出下面漂 
亮的结果. 

定理 3.3.3. W 上任意有限测度均可唯一地扩张到 a ( W ) 上. 

§3.4 Lebesgue-Stieltj es 测度 

我们考虑前述理论的最基本的例子,即 R n 中的 Lebesgue-Stieltjes 测度.为简化 
记号，约定在区间的记法 [ a , 6) 中，若 a 为 - oo , 则左端点变为开的.此外，对不交的并, 
将用 E 代替 U . 

这样，设 X = R ，则 


M := { A : A = ^[ a h bi ), n > 1} 

i=l 

构成代数.显然，如果还要求< fen < a , < b h 则这种表示法是唯一的. 

我们已经说过，这个代数产生的 a 代数为屬 1 . 

若 / i 为激 1 上测度，且 / i ( R ) = 1，令 

F { x ) := / i ((— Co , x )). 

则我们在初等概率论中已经知道，满足如下性质： 

⑴ F 单调 上升； 

(ii) 在任意点 X G R, F 左连续，有右 极限； 

(iii) F (+ oc ) - F (- oo ) = 1, 其中 

F (+ oo ) := lim F ( x ) : F (— oo ) := lim F ( x ). 

X-^-\-00 x—>• —(X) 

以后我们将满足这三条性质的函数称为分布函数.于是上面的叙述即是说，任 
何一个概率测度，都决定着一个分布函数.现在我们要证明，反过来也是一样，即任 
何一个分布函数也都决定着一个概率测度.更准确地，我们有下面的定理： 
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定理 3.4.1. 设 F 为 R 上的分布函数，则在 ( R ， 激)上存在唯——个概率测度 / i 使得 

F(x) = /i((—cx), x)). 


证明： 先证唯一性.若存在两个测度 A, /i 2 使得上式成立，令 

^ := {(—cx), x), x G R}, 

A != \^A \ A G SS^ ji\ (-4) = 1 ^ 2 (-^4)}• 

则嘗为 TT 类， A 为 A 类且嘗 c 八，因此由 A - TT 定理知 

Ad cr (^) = SS . 

为证存在性，令 

/i([a,6)) := F(b)-F(a). 

而对任意 

n 

A = bi), n > 1}, q W < a 2 < b 2 < ••• < a n < b n 


mo := ([叫 a)). 

i=l 

贝 1 J / i 具有如下性质： 

设 E , F ， E h i = 1，2，.••为左闭右开的区间，则 

i ) /i(E) > 0, /i(0) = 0; 

ii) E C F =4> fi ( E ) < /i(F); 

iii ) E = U & 及，屄两两不交 4 fi ( E ) = EtMK ) 
i )、 ii ) 是显然的.下面证明 iii ). 

设五= [ a , 6), E , = [ a ^ b ,). Vn 我们有 

uILi^ C E . 

必要时将私 , Z = 1, • • • , n 重新排序并删除掉空集，可假设 q < a 2 < ... < a n < 

b n •于是 

n n 

KE ) = F ( b )~ F { a ) > F { b n ) - F { ai ) > ^( F (6 2 ) - F { a t )) = 

i=l i=l 

令 n —> oo 得 

OO 
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现在证明反方向的不等式.不妨设 a < 6. 

Vs >0. 由 F 的左连续性知存在 3V e (a, 6) 使 

F ( b ) - F { b ! ) < e . 


又 Vn, 使 


F ( a n ) — F ( a f n ) < 


s 


2 n 


由于 6 n ) D [a, ^],故 3n 使 UUa;,~) D [a, b r }. 因而 


F (60- F ( a )<^( F (6,)- F ( a ：)). 


这样， 

oo n n 

^ 馬 ） ^ ^^(F(bi) - F(a f i )) - s > fi(E) - 2s. 

i=l i=l i=l 

由 e 的任意性便有 

OO 

5 ^( 馬） > 

i=l 

现在证明 /i 是可列可加的. 若 E ， E t e E = U ^ Ei , E x 两两不交. 设 Ei 
^ n 3 UE l3) E = U- x F J5 E tJ) F 3 g V 则由于 


我们有 


所以 


Fj = E n Fj = U ^ 1 (Ei^ D Fj) 


rii 


KFj ) = ^2 ^2 n Fj ). 


k=l 


w w • — 、■， w 

^ e ) = =m a) 


k=l 


Tin 


EEE ^(Eik n Fj ) 


i=l k=l j 
oo rii 


E 5 >( u r = i ( 馬 ㈣ )) 


i=l k=l 

oo rii 


EE 


i=l k=l 


⑹. 
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于是由定理 3.3.3, 我们立即知道 /i 可唯一地扩张到％上成为有限测度. 

这样构造出来的测度就称为相应于 F 的 Lebesgue-Stieltjes 测度.为表示 / i 和 F 的 
关系，我们常常将 / i 记为 / i F . 

例 3.4.2 •设 

{ 0, x < 0 

x , x G [0,1] (3.4.12) 

1, x > 1 

这时 F 对应的测度即为 [0 ，1 ] 上的 le e 测度. 

例 3.4.3 •设〜 > 0, i = 1，2,…，叫=1，而6 R . 令 

F ( x ) := a 。 

Xi<X 

则对应的概率测度为离散分布，即 


/^({ 而}) = 叫 • 

现在我们来看高维空间即 R " 的情形. 

设 F 是定义在 R 上的函数，记 x = ( a ，• • • , x n ). 假定 

( i ) F 左连续，即 

lim F ( x ⑻）= F ( x ), 

x( k ^x 

其中个 x 表示对任意 1 < i < n , t x n \ 

( ii ) 对任意 a = ( ai , • • • , an ) 幺 b = ( b h • • • , 6 n ) G R ， 


^abF > 0, 


其中 


而 



^■aibi ^7 • • • ， *^n) — -^(^17 • • • ， 工 i—1 ， bi ， X 《+ i ， • • • ， ^n) — -^(^1 1 • • • ， ^i—11 A+l ， • • • ， 工 


则有 


定理 3.4.4. 在 (R' 激 (R n )) 上存在唯——个测度/^满足 

fi F ([ a 7 b )) = A ab F . 


例 3.4.5 •设 


{ 0, 若彐 i, s . t . Xi < 0 

A • • •〜， X G [0, l] n 

1, 若彐 i， s . t . Xi > 1 


这时卩对应的测度即为[0,1广上的 Lebesgue 测皮. 


(3.4.13) 
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§3.5 不可测集 

有了可测集的概念后，自然要问的一个问题是:是否存在不可测集?答案是肯定 
的.下面就是一个简单例子. 

对于 x G R , 令 M 表示其整数部分，表示其小数部分. 即闽 为不超过: r 的最 
大整数 ， m = 设^为一无 理数. 

考虑[0, 1) 上的 Lebesgue 测度.对6 [0, 1), 定义等价关系： 

x 〜 y 彐 n G N s . t . {x + na } = y . 

若: r 〜％则把: r ,?/ 归为一类.于是队 1) 被分成了若干等价类.在每一等价类中取一 
个元素，构成集合五.对任意 n G N ， 令 

E n ：= {y : {y + na } G E }. 

则两两不交.若 E 可测，则由 Lebesgue 测度的平移不变性有 

/ i [ E n ) = / i [ E ) ， Vn G N . 


/^([°. !))= "⑹， 

n=—oo 

故 / i ( E ) = 0 时，上式 为零； fi ( E ) > 0 时，上式为无 穷大. 这两者皆不可能，因此 E 不可 
测. 

§3.6 测度的完备化 

/ i 在上的唯一扩张，以后仍将记为 / i . 那么多〃与的关系如何呢？要 
说明此事，需要用到完备测度的概念. 

定义 3.6.1. 设(!"，穿， z /) 为测度空间.若 

Ed u ( E ) =0=^ \/F CE,F 

则 z / 称为完备测度， （ y , 淨, W 称为完备测度空间. 

测度空间当然不会自动成为完备测度空间，但我们有办法强迫它成为. 

定理 3.6.2. 设为测度空间.令 

♦ \ = { EUN，E e 劣， ,3 F G z /( F ) = 0使 iV C F } 

= { AcY - 3 E U E 2 6 劣， z / (五 i )= "(五 2) 使五 i C Ac E 2 Y 

u ( EUN ) := u ( E ). 


则 ( y , 爹 ' 0 为完备测度空间 . 
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证明很容易，读者自行之. 

P ) 称为 ( F , 淨， z /) 的完备化. 

我们有： 

定理 3.6.3. (X,多 ' /X)为(X, a (乂) ，/ i) 的完备化. 
证明：首先证明 


〆 (丑）= inf {/ x ( F ) : EcF,F e a (乂) }, 

并且此下确界可以达到. 

事实上，按定义有 

oo 

/(E) = inf{^/i(E n ),K eAEd U^En} 

n=l 

^ inf {/ i ( U ^ 1 ( E ' ri )), ^ ^ A , E C U ^ =1 E n } 

> inf {/ x ( F ) : E CF,F e a ( A )} 

> 剛， 

因而其中的三个不等式全为 等式. 再取凡 e E C 使 fi ( F n ) S ^{ E ) + 
则厂：= n ^ =1 F n e^.EcF 且 / i *( E ) = / i ( F ). 

设五 6 麥、 贝 | JE C 6 多 . 取 i ^, F 2 G El C F , E c c F 2i = ff (E) ， 

/ i ( F 2 ) = / i *( E c ), 则」 f 2 c c E c 巧且 

MF 2 C ) = KX )- MF 2 ) = fi ( x )- ^( E c )= 〆 (£；) = M ^ i ). 


完毕. 

§3.7 一 般测度 

至今我们一直假定所考虑的测度是有限的，即 / ipO <+ oo . 应用中常常也会 
碰到一类比此稍微广泛些的测度，它只满足下面较弱的 条件： 

存在 G ^,n > 1 使 X = 而 / i ( A n ) < +oc Vn . 

这种测度叫 a - 有限测度.对这样的测度，我们总可以先将它限制在每个( X ，尤 n 
乂)上，利用对有限测度已有的结论进行扩张，然后再合并起来，得到 ( X , a (乂 )) 的 a - 
有限测度. 

例 3.7.1 •设 


F ( x ) = x , x eR . 

则对每一 nN ， 在 [ n，n + 1)上厂都产生一个测度.把这些测度拼起来则得 
到 R 上的 leh—e 测度.高維情况可同样处理. 
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例 3.7.2. —般地，可以考虑任何单调上升的左连续函数 F ， 而不必假设 

F (+ oo ) — F (— oo ) = 1. 

这时，同上面一样，只需先在每个 [ n，n + 1) 上产 ^ LLebesgue - Stieltjes 测良爲后把各段 
的测度拼起来即可. 

a 有限测度有和有限测度类似的连续性性质，即 
命题 3.7.3. 设( X ,多, / i ) 为 a 有限测度空间，则 

{ E n } C E n E ^( E n ) ^ fi [ E ) 

{ E n } C 多， E n I E , < oc =4> fi { E n ) I fi ( E ) 

注意第二个结论的条件 M 為 0 < oo , 这是必须的，因为例如假设 

X = R , E n = ( n , oc ), 五 1 = 0, /I = Lebesgue 测度 
则 / i ( E ) = 0而/ x (_ E n ) = oc ， Vn . 

推论 3.7.4. 设 ( X , 多, / i ) 为 a 有限测度空间， { E n } C 多.贝 1 J 

/ i(liminf E n ) < lim inf ji { E n ). 

n^oo n — ^oo 

< oo / i ( limsup - B n ) > lim sup fi ( E n ). 

n-^oo n-^oo 

证明只是按上、下极限的定义直接应用上命题. 

最后我们指出，如果连 a 有限也不要求，就得到一般的测度.上述性质对一般的 
测度也是成立的.当然一般的测度在应用中较少碰到. 

§3.8 测度空间上的可测函数 

本节设( X ,多， //) 为完备测度空间.此时，由于( X ,%)是可测空间，因而可测函 
数是己经有定义了的.但因为现在多了一个测度，所以研究的内容会更丰富 一些: 
这主要表现在有了两种不同的收敛性. 

首先，我们约定一个涉及 X 中的元素的命题如果除开一个零测集 一一 即测度为 

零的集合-外处处成立，则叫它几乎处处成立，并用 a . e . - almost everywhere — 

— 表不. 

定义 3.8.1. ii{/ n ,n > 1} ? /为可测函数. G X : f n ( x ) 士 /( x )}) = 0,则 
称人几 乎处处收敛到/，记为 / n -> / a . e " 
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若 /(4 有限，用 iV 语言， 使 / nOr ) 收敛到 /( x ) 的集合可表为 


{x e X :\/s > 0^ 彐 iV , 当 n 之 iV 时， \fn(x) — f(x)\ < s} 

= n £>0 u ^ =1 n^° =7V {x g x : \ f n ( x ) - f ( x )\ < s } 

= n £fc>0 u ^ =1 n^° =7V {x g x : \ f n ( x ) - f ( x )\ < s k } 

其中 2 1} 是任意一列单调下降到 O 的常数.因此 

{x e X \ f n ^ f ] 

= U £fc>0 nil U^{x G X : \ f n ( x ) - f { x )\ > e k ) 

注意 u^ =N {x e X \ \ fn { x ) - f ( x )\ > a } 随 A ： 上升而上升，于是 

"({:r 6 X : fn { x ) f { x )}) = lim U 5 {x ex : \ f n ( x ) - f ( x )\ > s k }) 7 

/ c—>-oo 

其左边为零当且仅当右边每一项为零.这样得到 

命题 3.8.2. 若九几 乎处处有限，九几乎处处收敛到/的充要条件是： 

M 门 $=1 ^ n=N {x ex : \ f n ( x ) - f ( x )\ > ^}) = 0, Ve > 0. (3.8.14) 

若我们事先并不知道极限函数/，只是为了判别 A 是否几乎处处收敛到一几乎 
处处有限的可测函数，就可以利用数列收敛的 Cauchy 准则而得到其收敛集合为 

{x e X :\/s > 0,彐 iV , 当 m , n 》 iV 时， |/ m ( x ) - f n ( x )\ < s } 

= 门£>0 G X : / m (^) / n (工 ）1 < s } 

=^£ k >0 ^ m , n = N{ X ^ ^ - / m (工)- / n ($)| 〈三 / c } 

由此出发，与上一命题类似地，可以证明 

命题 3.8.3. 若九几乎处处有限， / n 几乎处处收敛到一几乎处处有限的可测函数的 
充要条件是： 

^ N=1 U;=N {x ex : \ f m ( x ) - f n ( x )\ > s }) = 0, Ve > 0. 

我们再给出一个充分条件.补充 /o = 0后，自然可写 

n 

fn = ^(/fe — fk-l). 

k=l 

于是九收敛相当于右边的级数收敛，而这又只要它绝对收敛.因此 

oo 

{x e X ： / n 收敛 } D {x e X 1/ nO ) - / n — lO ))| < oo }. 

n=l 
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也就是说 


{x e X ： / n 不收敛 } C {x e X 1/nO) - fn-l{x))\ = Oc}. 

n=l 

现设 {e n ,n > 1} 使 < oo , 则 

OC 

^n=i n kLn{ X ^ X ： \fk{x)-f k ^(x)\ <S k } C {X ^ X |/» _/n—10)) | < ⑻}. 

n=l 

因而 

oo 

{x ex l/nO)-/n-iO))| = oc} c n^u^ix e x : |/ fc (x)-/ fc _i(x)| < s k }. 

n=l 

所以 

oo 

/i({x G X ： ^ \f n (x) - = oo}) 

n=l 

< M 门 ^kLn {x eX ： \ f k (x) - fk-l(x)\ > S n }) 

=lim n{U^ =n {x G X : \ f k (x) - fk-i(x)\ > ^}) 

n—>oo 

oo 

< lim V]/i({x G X : \f k (x) - f k -i{x)\ > q}). 

n^oo { 』 
k=n 

其最后一项为零的充要条件是 

oc 

^P({x G X : \fn(x) - fn-l{x)\ > £： n }) < OO. 
n=l 

这样，我们得到 

命题 3.8.4. 若正数列 {q，n 2 1} 使 E/n < °° ，而 /n 又满足 

OO 

^P({x e X : \ f n {x) - fn-l(x)\ > £： n }) < OO, 

n=l 

则 人几乎 处处收敛到一几乎处处有限的可测函数 . 

什么样的序列满足此命题的条件呢？ 

若 /n 为依测度 Cauchy 列，即 

lim fi({\fm(x) - fn{x)\ > ^}) = 0,\/s > 0. 
m，ruoo 
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耳又 ni 使 m，n 2 ni 时 

/ i ( l / m -/ n |>2- 1 )<2- 1 . 

一般地 ， Xf 2 2, 设己取好巧—则取巧> 巧时有 




这样 


Ml/n 州 —/nj 》 2 -勺 <2-' 


于是 


5^M|/n J+1 - /nj 之 2 _J ) < OO , 


也就是 说对& = 21, 满足上命题的条件.因此有 

推论 3.8.5. 苦仏为依测 JtCauchy 列 ，则在其中可抽出一子列几乎处处收敛到一几 
乎处处有限的随机变量. 


我们再回过头来再看 3.8.14. 由于14々||九-/| >4随 n 的上升而下降，故 3.8.14 相 

当于 

lim fi{U k > n {\f k - f\> ^}) = 0. 

n-^oc 

将此条件减弱，得到 

定义 3.8.6. 设 {/ n ,n 》 1 }， /为可测函数.若 Ve > 0, lim n _^ 00 /i({|/ n (x) - f(x)\ > 
4) = 0,则称 / n 依测度收敛到/，记为 / n 4 /(")• 

注意，由定义，几乎处处收敛到某几乎处处有限的可测函数自然蕴涵着依测度 
收敛到同一函数.这里”几乎处处有限”六字是必须的：若/在一正测度的集合上 
为 oo, 则不可能符合定义. 

另外，我们有如下的定理： 

定理 3.8.7. / n 依测度收敛的充要条件是九为依测度列. 

证明：必要性由不等式 

"(l/n _ /m| > ^ Ml/n ~ f\ > ^/2) + ^{\fm ~ f\ > e /^) 

看出. 现在证充 分性. 首先，用推论3.8.5,在 {/ n , n 》 1} 中取子列{/%, j 》 1} 几乎 
处处收敛.设极限函数是 /. 在不等式 

^(\fn — f \ > ^) ^ ^(\fn — fnj \ > 6 ： /2) + ^(\f nj — /| > f/2) 

中让 n , % 都趋于无穷大即得结论.完毕. 

由此定理及推论 3.8.5 我们又有 


推论 3.8.8. 依测度收敛的序列中必可抽出子列几乎处处收敛. 
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4 积分 


一般测度空间上积分的定义和上的 Lebesgue 积分是完全一样的，因此熟悉大 
学实变函数课程的人再来学习这一理论是易如连掌都不用反的. 

我们固定一个有限测度空间( X ,多， / i ). 我们从简单情形开始. 

§4.1 简单可测函数的积分 

定义 4.1.1. 设/是简单可测函数. • 



其中诸屄不交./的积分定义为 





这个定义是合理的，也就是说，若/还有另一种表达式，那么计算出来的值不 
变.事实上，设另有 

m 

f = bj > 0 , 

j=i 

这里诸 A 也是不交的.拿掉其中为零的后，可以进一步假定诸〜 卜均不 为零，这样 
势必有 

于是 

Vi. 

因此，由测度的可加性有 


i=l i=l j=l 

但除非展 n & = 0，否则必有叫 = ~，因此上式右端又等于(再用一次测度的可加 
性） 

m n m 

n e j) =x] 〜 "(a). 

j=l i=l j=l 

因此按不同出表达式定义出来的积分值是相同的. 

而在定义中所要求的不交假设也可以去掉. 
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命题 4. 1 . 2 . 设/是简单可测函数. • 


n 

f = 叫 1 段 ， ai > 0, 
i=l 



证明:我们利用 2.5.4 

/ = E(E 

A ieA 

于是，注意到 = 馬， 就有 

n n 

= : 

A i^A i=l A 3 i i=l 

完毕. 

简单可测函数的积分有如下性质： 

命题 4.1.3. 々非负性：/ > 0 4 //知 > 0; 

2) 线性性： J *( a / + bg)dfi = a f fdfi + b f gdfi ; 

3) 单 调性 ： f > g a . e . J f dfi > J g d / i ; 

4) 1/ fdfi < /|/| dfi . 

5) f = g a . e . J f = J g . 

6) V / ? fi ( E ) =0 J E fdfi = 0. 

7) Chebyshev 不等 / x (|/| > c ) < ^ f \ f \ dji , Vc > 0. 

证明： 6) 由 5) 推出， 4) 5) 7) 由 3) 推出， 3) 由 1) 和 2 )推出， 2) 直接由定义推出. 1) 也 
很简单：若/表为 

n 

/ = 

1=1 

其中诸屄不交，则/非负时每个 a z 必非负，再直接由定义即得.完毕. 



§4.2 有界可测函数的积分 

设/是有界可测函数.由命题 2.5.9 的证明，有简单函数列 / n , n > 1, 一致收敛 
到 /. 于是我们有 



fm dfJj ^ 


|/n - fm \ dfl < (SUP \ fn { x ) - f m ( x )\) fl ( X ) 

xex 


从而 / / n 咖是 Cauchy 列. 因而极限 存在. 我们由此获得 
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定义 4.2.1. 有界可测函数/的积分定义为 


J fdji := lim J f n dfi , 

其中 / n 是任意一致收敛到/的简单可测函数列. 

我们仍然必须说明此定义的合理性.设 / n , &是两列非负简单可测函数，均 
致收敛到 /. 令 


"2n+l = /n ，h 


2 n 


9ni 


则心也 是一致收敛到 / 的非负简单可测函数列，因而存在,故 
lim n J —定相等. 

用极限过渡，容易证明 


命题 4.2.2. 命题^丄5的结论对有界可测函数照样成立. 

§4.3 非负可测函数的积分 


对未必有界的非负可测函数/,令 


T n f(x) : 


/(X) 若 /㈤ $ 


若/0) 


W \ T n f t /, 从面 fT n f dfif . 我们定义 


定义 4.3.1. 



用极限过渡，容易证明 

命题 4.3.2. 命题 i 的结论对非负可测函数照样成立. 


§4.4 可测函数的积分 


对一般的可测函数/，定义 

定义 4.4.1. 若//+咖与 //— 咖中至少一个不为⑻，则称其积分存在且其值为 

J f dfi := J f + dfi - J f ~ dfi ] 

若两个均 < oo , 则称其可积. 

当有必要明确积分的范围时，我们就用 / x / 咖代替//咖 
我们还是有 


命题 4.4. 2 • 命题^2的结论对可测函数照样成立. 
另外，对任一可测集 A G 多，定义在 A 上的积分为 

/1乂 咖. 
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§4.5 a 有限测度空间上的积分 

现设 (X ，多， /X) 为 a 有限测度 空间： 即存在 {X n G^,n> 1} 使 < 
oc. 我们要在此空间上定义积分 . 

首先对非负有界的可测函数定义.设0 $ / s M ， M 为非负常数.定义 

/ / d/j, := lim / / d/i. 

n Jx n 

像过去一样，我们必须说明此定义的合理性.设另有一列 G ^,n > 1} 使 K 个 
X 且 / i ( K ) < oo . 固定任一自然数 A :， 由于^1^个况几个00)，所以/4&门1^)个 

于是 


/ f dfi — 

/ f dfi 

JY k 

Jx n 

< f dp - 

/ f dfi 


Jx n nY k 


< [ /(I - lx n nyj d^i 

^ M{jMXk) — m(^/c n X n )) 0, n —)• oo. 


因而 


这意味着 


同理 


于是 


所以定义是合理的 . 


f dji < lim 


f d/i 


Yk 


lim / f dfi < lim / / d/i 

Y n n JXn 


lim / f dji < lim / f dji. 

x n n Jyu 


lim / f dfi = lim / f dfi. 

Y n 71 JXn 


其次 , 对非负可测函数 / ，跟有限测度的情形一样，定义 


fd/i:= lim / Tnfdfi. 


最后，对一般的可测函数 / ，若 / f + d/Lt 与 f /- 咖中之一有限，则说 / /如存在且 


定义 


fdfi •• 
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而若两个均有限，则说/可积. 

对任意 A 6多，定义 A 上的积分为 

J fdji := J fl A dfi. 

至此，我们定义积分的任务己全部完成.通过若干次中间步骤过渡，可以 证明: 
命题 4.5.1. 命题^.么念的结论照样成立. 

除此而外，我们 还有： 

命题 4.5.2. 巧/可积 o |/|可积， • 

幻 /可积 1 / i (|/|= oo )=0. 


其中第一式直接由定义，第二式可如下证明：由 Chebyshev 不等式，对任意自 


然数 n 有 

因此 


MI/I > ^) < 



/ i (|/| = oo ) = lim / i (|/| > n ) = 0. 


习题 1: 设 / 有界，若对任意 A G 激, 



则 / = 0 a . e .. 

回忆关于级数收敛的下列 结果： 若^ ^ 0且 



〉: a n 



< oo , 


则存在&满足 



对于积分也有类似结果. 

命题 4.5.3. 设X为可积随机变量，则存在增凸函数/I : R+ -> R+，lim^^ = 

CC 

oo 使可积. 
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Proof . 因为 


lim ^[|^|l{|x|>n}] = 0, 


戶 /f 以存在 W t oo 使 n Q = 0 

五 [I 邓 {| 物 }] S 2], Vfc>0, 
且 < 2 . 于是非降。 

n/e + 1—rife n k + l~ n k 

令 /^ O ) 为在每个[77^,77^ +1 ]上为线性的函数且 

h { n k ) = kn k . 

则 " 满足命题的条件且在 [0， n ^ 上 / z ( x ) $ fcr . 故 

E [ h (\ X \)} <^ k 2 ~ k < oo . 


从这个意义上讲，永远不存在一个“最大的”可积随机变量. 


5积分号下取极限 

§5.1 有限测度空间情形 

固定着有限测度空间( X ，多, aO , 我们来看如何在积分号下取极限.我们不久就 
会看到，相对于 Riemami 积分，现在进行这种运算的环境要宽松得多. 

首先有 

定理 5.1.1. 〈有界收敛定理」若九/(//)，且存在 M > 0使 |/ n | V |/| $ M ， 则 



证明： 於 > 0有 

[\f ~ fnW = [ \f~fn\d^+ [ \f ~ f n \dfl 

J ^ \f~fn\>S ^ \f~fn\<e 

^ M/i(|/ — / n | > 6：) + sfi(X). 

先令 n -> oo 次令 £： -> 0 便得结论. 

注意由于在 /ipO < oo 时，几乎处处收敛蕴涵依测度收敛，故上定理在几乎处 
处收敛时也成立. 

下面是 Fatou-Beppo Levi 的单调收敛定理. 
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定理 5.1.2. 设 {/ n } 是上升的非负可测函数列.令 lim n / n = / a . e . • 则/的积分存 
在且 

lim J fudji = J fdji. 

证明：因为 / fnd/J, < f fdjl, 故若 / fndfJi t OC, 则必有 / = OO. 

现假设存在 C > 0 使" C . 因为 VM > o 有 r M (/ n ) 4 T m (/) a . e ., 故由 
上定理有 

lim J T M j n d[i = J T M jd [ i . 

两边取 M 4 oo 并在左边交换和 n 的极限次序(为什么可以?)便得到定理.完毕. 

它的一个推论是 

推论 5.1.3. 设{九}是单调的可测函数列， A 可积.令 lim n / n = / a . e .. 则/的积分 
存在且 

lim J f n dii = J fdfi. 

证明： 只需证明单调上升的情形，单调下降时考虑|_九1即可. 

八可积保证了 

j (fn - fl)dfi = J fndfl - J fldfl. 

于是在上定理中用 / n - A 代替人即可.完毕. 

另一个推 论是： 


推论 5.1.4. (7>士⑽ e 基本 定理」 设 |/ n |d/i < 00 ， 则 / := J2nf fn 收 

敛，/ 可积且 

疒 n 

\f -^2fk\dfi — 0, oo. 

」 k=l 


特别地， 



证明: 

对 


用定理 5.1.2 得到 
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因而由命题 4.5.2 之 2) 


^ \fk\ < oc a.e.. 

k=l 

于是 Ztif〆 oc 几乎处处 收敛. 又由于它不超过可积的仏故也可积，并且 

p OO OO OO a 

/ 1 ^ _ 5 ^ fk\dfi < ^2 / \ fk\dfi 0 n - WX ). 

k=l k=n k=n+l 

完毕. 

在继续陈述进一步的结果之前，我们用现有结果研究一下函数的不定积分. 
设/是积分存在的函数，它的不定积分是指集函数 

jy(E) •.二 j fdji = JVE G ^. 

我们有： 

定理 5.1.5. z / 是可列可加集函数，即对任意不交的可测集{五“有 

u{U n E n ) = 


而当/可积时，此集函数关于//是绝对连续的，即於 > 0, 36 > 0 使 / ll ( jE ) < 6 时 z /( E ) < 

6 ：. 


证明：先设/是非负可测函数.此时在推论5丄3中以 p : = 5： n / l & 代/，如：= 
代 / n 即得 (*). 一般情况分别考虑正、负部即可. 

现在假定/可积，我们来证明绝对连续性.若否，则存在 e > 0使对任意自然 
数 n 皆存在 E n G 多 满足 / i ( En ) < 2-" 而 

/ fd / j , > e . 

J E n 

令 

e ：= uz n E k . 


则 

而 


KE) < lim ^ ii{E k ) = 0. 

k=n 



> e > 0. 


这是不可能的.完毕. 
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好了，我们回到极限与积分符号的交换问题.现在的问题是单调性的假设太强， 
使其适用范围大受限制，因而我们要想办法去掉它.但我们为此要付出什么样的代 
价呢？ 

一般说来，对可积的/，总可以写 

J fndfi - J fdfi \ 

^ j \ fn — f\dfi 

= I \ f n - f \ df !+ f \ f n - f \ d ^ 

^ \fn~f\>£ *^|/n — /|<£ 

< [ \ fn \ dfi + f \ f\dfi + eii { X ). (5.1.15) 

^ \fn — f\>S ^ \fn~f\>£ 

其中第三项显然可以无条件地任意小 一一 只要 e 足够小 就行； 第二项由定理 5.1.5 在 n 足 
够大时也可以任意小 一一 如果我们假设 / n 几乎处处或依测度收敛到/ 的话； 要命的 
是第一项，我们现有的任何条件都不能保证它任意小 一一 这里问题的关键是尽管 
积分集合的测度可随 n 的增大而任意变小，但被积函数也在随着 n 变化.因此，为保 
证它任意小，必须假定 / n 的不定积分随着积分集合的变小会一致地变小.这样就导 
致了下面的 

定义 5.1.6. 设 J 是任意指标集， { fi,i G 是一族可积函数.若於 > 0, M > 0,使只 

要 fi ( E ) < 5 ,便有 

sup / \fi\djl < 8, 

iel J E 

则称 G 的积分一致绝对连续. 

我们现在可以证明 

定理 5.1.7. 若/可积，的积分一致绝对连续 且 / n 几乎处处或依测度收敛到/，则 



证明：於，\在 5.1.15 中，存在 iV, 当71 > iV 时就有 

J \fn ~ /M" < 25 + Sfl(X). 

故 

limsup \f n — f\dji < 25 + e^X). 
n J 
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由于 A e 是任意的，故必有 

lim J \ f n - f\dfi = 0. 

完毕. 

推论 5.1.8. (控制收敛定理」若九几乎处处或依测度收敛到 / 且存在可积的 F 使 $ 
F , Vn ? 则上定理的结论成立. 

证明：由于 VE e 多， 

[\fnW < [ \F\d^l, 

J E J E 

故焱 一致绝对连续.完毕. 

与绝对连续概念密切相关的是一致可积性.所谓一致可积性 是指： 


定义 5.1.9. 设 T 是一指标集，是一族可积随机变量.若 


lim sup 




Mft\>c\ft\d^ = 0 , 


则称 {/ t ，t eT } —致 可积. 

“一致可积”其实是一个相当自然的概念.如果我们将积分与级数对等，那么可 
积就与绝对收敛 一一 让我们叫做“可和” 一一 对等.我们回忆一下，为使函数级数的 
求和号下取极限的运算合法，条件不是别的，就是一致可和. 

判断一族随机变量一致可积有下面简单的充分必要条件： 

命题 5.1.10. { f u t G r } 一致可积的充要条件是. • 存在凸函数 R + 4 R + 满 
足 limHoo = oo 的，使 supg T J * h (\ f t \)dfi < oo . 在充分性条件中，函数的凸性可 

以不要. 

证明：练习. 

习题： 设灰 7 为一致可积函数族，定义 


爹： = >l,aie (- 1 , 1 ),^ 1^1 = 1 }. 


证明爹一致可积. 

一 致可积与一致绝对连续的关系是： 

命题 5. 1.11. {力,纟6 T } —致可积的充要条 件是， {|力|}的积分一致有界且一致绝对 
连续. 
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证明:必要性.设{/以 G T } —致可积，则 Vc > 0, 


[\ftW = [ \ ftW + [ \ftW 

JE JEn{\ft\>c} JEn{\ft\<c\ 

< [ \ f t \ d ^ + Cfi ( E ) 


所以 


limsupsup / \ ft\dfi < sup / \ ft\dfi 

t J E t J {\ft\>c} 


令 c —> oo , 得 


lim sup 





0. 


即 { All 的积分一致绝对连续.积分的一致有界性由上一命题直接得到. 
充 分性： 於 > 0,取5 > 0使 


fi(E) < 5 



ftW < e 


再取 C > 0使 


则 


sup //(|/ t | > C ) < C _1 sup / \ ft\dfi < 


t 


t 


sup I \ ft\dfi < £. 

1 ^\ft\>C 


所以一致可积. 

在不满足一致可积的条件时，我们不可能有积分的收敛.这时只能转而求其 
次，用下面的 


引理 5.1.12. 引理」 设 g 可积 ， / n 之仏 Vn ， 则 f lim inf n f n dii < lim inf n J f n dji. 

证明：令仍 =g, g n = infpn/fc, n 之 2 , 贝 ij 



/ lim g n dji 

n 

lim J g n dfi 由推论 5.1.3 

lim inf 

n k>n 

lim inf / f n dfi . 
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完毕. 

该引理中可积函数 p 的存在性是必须的.反例 如下 ： X = [0,1 ]，/X = Leb eSg ue 测 
度， f n ( x ) = — n 2 , x < n _1 ; 0, x > n - 1 . 

由于 0 是可积函数，因此 Fatou 引理对非负函数是恒成立的.特别我们有 

推论 5.1.13. 设九是可测函数，则 

[lim inf \ f n \dii < lim inf [ \ f n \ d / 2 . 

J n n J 

§5.2 a 有限测度空间情形 

我们来逐条检查上一小节的结果中哪些在 a 有限测度空间情形照样成立，而哪 
些则不再成立. 

有界收敛定理不再成立请举例说明. 

定理 5.1.7 不再成立(请举例说明)，要换为 Vitali 定理 

定理 5.2.1. 设( X ，多, //) 是 a 有限测度空间，{九}是可积函数列，/是可测函 

数， f n 4 f , p - a . e .. 则/可积且 



的充要条件为 

( i ) Ws > 0, 3 A e G ^, 使得 /i (人） < oo 且 

/ \ f n \ dii < e , Vn ; 

J A% 



lim sup 

/ i (^)->0 n 



fn dfl 


o. 


其它结果均成立(请证明，尤其是控制收敛定理). 


§5.3 应用到带参数的积分 

设 J 是 R 的一个开区间 ， W 6 /，/(〖，•)是可积函数.令 

u(t) := J f(t, x)dfi(x). 

我们来考察^的连续性与可微性问题. 
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定理 5.3.1. 〈连续性」设心 G J 

1) 对任意数列4 ~^t,t n e I, f(t ni x) f(t 0 ， x) a.e.; 

2 ) 存在 g 可积及 £： >0，使 _ 纟。| < £： 时有 

\ f ( t ^)\ < 咖） a.e.. 


则 1 U 在〖0点连续. 

证明： U 在 to 连续 <^= 今 Vtn - > to, u{t n ) —>• u{to). 然后用控制收敛定理 . 完毕 . 
定理 5.3.2. 〈可微性」设 io 6 /并假定 

1 ) 存在零测 集五: l ，f ( i ， x ) 对任意 t 存在，且作为 i 的函数在 to 连续 

2 ) 存在 g 可积及零测集 K 2 , 使 


d £ 

dt 


(t,x)\ < g(x), y(t 7 x) e I x K 


则 u 在处可微且 


u(t 0 ) 


X 


d £ 

dt 


(t, x)dfi(x) 


证明：只需证明存对任意 ^->0 有 


Um 吣 0 + — 吣 0) = a 

n 


其中 


df 


a := / —(t 0 ,x)dfi(x) 
x M 


则 


u(t 0 + e n ) — u(to) 




f n (x)dfi(x) 


其中 


/nO): 


f{t 0 + s nj x) - f(t 0 ， x) 


s 


再令尺 =U K 2l 则 尺仍是 零测集 . 对 x 0 尺，由中值定理有 


fn{x) 


d £ 

dt 


(t 0 + d n (x) 7 x) 


这里 IKt)| < 于是由 1 ) 有 


df 


\imf n (x) = —~(t 0 ,x), Vx f K, 

n at 


又由 2 ) 有 


\fn(x)\ < g(x) \/x G K 


所以由控制收敛定理即得结论 . 完毕 . 
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§5.4 完备化测度空间上的积分 


设( X ，多， / i ) 为测度空间，（ X ,为其完备化.我们己经知道，多中的元素 
与#中的元素并没有太大的差别 一一 一个零测集的子集而己.我们现在说明对积 
分也是如此.为此先 证明： 

命题 5.4.1. 设 /g 彦，则 3/ G 多使 / = f , fl a . e " 

证明：记 

£ := {/ G 多： 3/ 6多使/ = /, fla . e ..} 


则: U G /：, VE G 且£是线性空间，对单调极限封闭，因此由定理 2.6.11 知£等 

于#可测函数全体.完毕. 

保持这个定理的记号，用同样的方法可以 证明： 

定理 5.4.2. / 关于的可积彳积分存在 jl / 关于/ X 的可积彳积分 存在/ 

6变量代换 

我们都知道变量代换在计算 Riemann 积分时的重要作用.同样的道理,在 Lebesgue 积 
分中焉能够没有变量代换公式！本节的目的就是为了得到这样一个公式.可是我 
们必须注意到，由于我们现在是在抽象空间中讨论积分，我们没有了坐标，没有了 
连续性，没有了可微性，更谈不上 Jacobi 行列式了 一一 我们什么都没有了，我们该 
怎么办呢？ 

§6.1 映射的逆像 


既然什么都没有了，我们干脆白手起家.正如代替连续函数的是可测函数一 
样，代替连续映射的将是可测映射.但是且慢，我们要从有关映射的一般的概念说 
起. 

设是两空间，4为 X 到 F 的映射. 

定义 6.1.1. VE C 1"，五在0下的逆像为 

小 -'E、:={xeX : (j)(x) G E}. 

注意这里的 0- 1 并不是我们过去所熟悉的逆映射 一一 后者只对内射才有意义. 
实际上它根本就不是点到点的映射，而是集合到集合的映射.无论对什么样的0, 
( T 1 总是可以定义的. 

多- 1 的一个简单而有用的特点是它保持所有的集合运算关系不变，也就是说, 
下面的命题成立.其证明是直接的，故略去. 
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命题 6.1.2. 设 J 是任意指标集， E , E u E 2) E i {i G J ) C F . 贝 1 J 

^0- 1 ( F )= X ,0- 1 (0) = 0； 

ii ) E l dE 2 =^ 0— H 五 2 ) C ( j )~ l { E 2 ); 

in) (t)~ l {y\ieiEi) = n iG/ 0 _1 (^); 

iv ) 0 _1 ( U G/ ^) = Uigcjr ^ Ei ); 

v ) cf )- 1 ( E 2 - E 1 ) = ( j )~\ E 2 ) - 0— 1 (五 i ). 

我们再引进记号：设 f 是一 F 的子集类，记 

：= : E e £}. 

由上一命题知道，环、代数、 a 代数的逆像依然是环、代数、 a 代数.此外，我们还容 
易证明 


命题 6.1.3. 设 f 是一集类，则 

^ 1 ^)) = 乂 (0— 1 ⑹)； ^H£)) = 1 ⑹). 

§6.2 可测映射 

现在设 X , y 带有可测结构，即( X ，多)与 ( y , 淨) 均为可测空间. 

定义 6.2.1. ( f)：X ^ F 若满足 

0- 1 (爹 ） C 多， 

则称为多/爹可测，简记为$ G 多/爹. 

我们来证明可测映射的复合是可测的，即 

定理 6.2.2. 设⑹多心= 1，2,3为可测空间，也 G 武/多 ； +1 ,i = 1，2,则 G 
爲/多 3. 

证明： 

(02 0 ^ 為 ）C 爲. 

完毕. 

下面考虑另一类问题.设 x 2 、 X 3 带有可测结构多 2 、多3,而 X 上是空白的.现在 
我们考虑映射也 ： Xi 4 X 2 所产生的义:上的 a 代数 

J (0 i ) := 為). 

这时按上一定理，对任意也 G 為/為，6。也 G 秦)/麥 3. 有趣的是，在某些情况 
下反过来也成立. 
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定理 6.2.3. 设 ( y ,%) 为可测空间，0为映射 /X 4 y . 则对 (X,0-H 沒 )) 上的任意可测 
函数/，恒存在 ( y , 穿)上的可测函数 P 使/ = po 0. 

证明： 记这样的函数类为九.显然丑为线性空间.现在证明它是单调类.设/。个 
/, f n e 相应的 F 上的函数记为 5 Vi . 自然这时 5 Vi 未必是单调的，但若令 


贝 1 Jh n 是单调的且 lim n / n = ( lim n h n ) o 0, 因此 / G H . 

又对/ = G 贫，取 p = : U 知 / 6 因此由单调类定理即得结论. 

§6.3 变量代换公式 

现在设( X ,多， / i ) 是 a 有限测度空间，即有 X n G ^, n > 1使 U 必< 
oo ， Vn ; ( y ，％) 是可测空间； (j) : X Y, (j) e 多 I 省. 在淨上定义集函数 / x 0 _1 如下： 

^(f)~\E) := M0 _1 ⑹). 

容易验证/^― 1 是可列可加的.但 〆 ― 1 未必是 a 有限的.不过，必要时我们将 

Yn ：= 4{X n \ n > 1, 

添加到沴中，则在 a (穿， F n ， n 》 1) 上⑽- 1 是 a 有限的，因为此时 

/i0 _1 (y n ) = fi(x n ) < oo. 

这样我们干脆一开始就直接假定 / i 0 _1 是 cr 有限的.于是，关于 / i 与 1 的积分都是 
可以定义的. 

本小节的主要结果是： 

定理 6.3.1. 对 ( F ， 爹)上的任意可测函数/有 

上式的意 义是： 一边存在时，另一边也存在且两边相等. 

证明： 首先不失一般性可以假定 / i 是有限的，因为否则可以限制在每个上考 
虑. 

其次，由积分的定义，只需对非负的/证明. 

再次，还是由积分的定义，只需对非负的简单函数/证明. 

最后，由积分的线性性，只要对示性函数证明 一一 而这是显然的.完毕. 
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7 乘积空间 

§7.1 集合的乘积 

不管你是否意识到了，你实际上己经多次碰到乘积空间：数学分析里的是 n 个 R 1 的 
乘机；线性代数里的 n 维线性空间是 n 个一维线性空间的乘积；还有乘积拓扑空间， 

等等.我们先从纯粹集合论的观点固定以后要用的一些基本概念. 

定义 7.1.1. 设五 2 为两集合，定义其乘积为集合 

Ei x E 2 ：= {( xi , x 2 ) : xi G Ei , x 2 G E 2 }; 

类似地，设尻，... ，仏为 n 个集合，定义其乘积为集合 

! = {(^17***7 *^n) • ^ E \ , x n G E n ). 

在上面的定义中，严格地讲，乘积是与次序有关的：例如五 i X 五 2 和五 2 X 迅是不 
一样的 一一 除非及= 五 2 . 但是，它们之间显然按自然方式即 ( XU 2) 对应于(私 ㈨ 的 
方式是 一一 对应的，因此我们以后就认为它们相等.同样地，在例如 (佐 X 五 2 ) X 
及与及 X E 2 X E 3 之间也存在自然的 一一 对应，因此也认为它们相等.这样，我们 
就可以给出任意多个集合的乘积的定义. 

定义 7.1.2. 设 J 是任意指标集，而对每一 i G /，屄是一集合，则定义其乘积为 

n 似： = {{xi, i e 1 } ： Xi e Ei Vi} 

={x : x : I Ui e jEi^ x{i) G Ej}. 

当诸馬就是全空间时，所得到的乘积集合便很自然称为乘积空间.我们现 
在从最简单的二维乘积空间开始介绍将要用到的一些概念.注意这里的维数纯粹 
是指作成乘积空间时的因子空间的数目，与分析中说的维数没有任何关系 一一 比 
如说，当我们要将 R 3 看成 R 1 x R 2 时，它就是二维的. 

由于一般有限维乘积空间与二维乘积空间相比，除了记号复杂一些外，并没有 
什么本质的不同，因此我们将着重研宄二维情形. 

这样，我们设有两空间 X ， F . 我们以后把 X x y 的形如 

Ax B,Ac X,B CY 

的子集称为以 A , S 为边的矩形. 

下面是关于矩形的一些简单事实. 
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定理 7.1.3. 当且仅当一条边是空集时，矩形是空集； 

ii ) 设 = Ai x Bi 7 E 2 = A 2 x B 2 , 则当且仅当 Ax c 乂 2 ， Bi c 万 2 时， 
Ei C E 2 ; 

in) 设五 i = Ai x Bi ) E 2 = A 2 x B 2 , 则当且仅当 Ai = A 2 , Bi = 执时， 
E\ = E2 ； 

证明： 

i ) 设 A x 5 7 ^ 0, 则 3( x ， y ) e Ax B, 所以 x G A, y e B, 因而 A 、 _ 8 均不为空 
集.反之，设 A 、 B 均不为空集，则 G A , y e B , 所以( X ，幻 e A x 即 A x 5 不 
为空集. 

ii ) ”当”部分显然;”仅当”部分证明如下：设佐 C 五 2 ,则 Vx e A u y e B u 
(x,y) e Ei c E 2) 因而: r G A 2) y G B 2 . 

iii ) 直接由 ii ). 完毕. 

§7.2 乘积可测结构 

设给定了两个可测空间( X ，多)与 ( Y ^)， 我们的目的是要在乘积空间 ( XxF ) 上 
构造一个 a 代数，它与因子空间上己有的可测结构自然相连. 

我们将形如 A x 其中 A G 5 G 的集合称为可测矩形.它们的全体显 

然构成一 7 T 类. 

定义 7.2.1. 定义 

^ x ^ := a ( 全体可测矩形）. 

称 (X x y ■，多 x 爹) 为乘积可测空间. 

注意，由于可测矩形全体成一 7 T 类，故它产生的 A 类也是多 X 爹. 

下面我们要涉及一个重要概念，这就是截口. 

定义 7.2.2. 设五 c X X y ， 对任意： r G X ，定义 

E x :={yeY : (x,y) G E}- 

对任意2/ G 广定义 

E y :={xeX : (x,y) G E}. 

他们分别称为五在 x 及？ /处的 截口. 

容易直接验证，截口满足如下关系： 


(E — F) x — E x — F X) 
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(7.2.16) 



{U ieI E z ) x = u{E t ) XJ {n ieI E t ) x = nd (7.2.17) 

以及关于 y- 截口的同样的关系式. 

显然，矩形的截口总是它的某条边，因此可测矩形的截口是因子空间的可测集. 
这一结论可推广到一般的可测集. 

定理 7.2.3. 设五 6 多 x 爹，则 Vx eX,yeY, 有瓦^ G ^ G 

证明：令 

A：= {E e ^ ： E x e ^}. 

则乂包含了所有可测矩形这一 TT 类,再由 7.2. 16与 7.2.17 知乂是 A 类，因此由定理 2.6 .KU 
多 x % 完毕. 

对于 X x F 上的函数/，我们可类似地定义其截口为 

/“•）:= /(> ， •) ，尸 (•） := f( 、 y). 

我们有： 

定理 7.2.4. 设 f e 多乂劣 , 则 V:r eX, y eY, 有焱 e 劣， f y G 多 . 

证明：对任意 Borel 集 B 有 

所以 A e 沴.同理 / k 多.完毕. 

习题： 

1. 证明： 可测的矩形是可测矩形. 

§7.3 乘积测度 

现设( X ,多， A 0 与均为有限测度空间.我们来证明 

定理 7.3.1. 在 (Xxy, 多 X 爹) 上 存在唯——个有限测度，记为 /ixz /， 使 VA e 多 ， B e 
爹有 

/XX u(A x B ) = fi ( A ) x ( B ). 

证明： 先证明唯一性.设 Z 与^均是多 x 爹上的有限测度且在可测矩形上都相 
等.令 

C := {E xW :l(E)=l\E)}. 

易证乙为 A 类.于是=多 x 爹. 

次证存在性.为此要 证明： 
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引理 7.3.2. VE 6 多 x 爹， 有 iy(E x ) G 多， G 爹且 



证明：令 

C:={WEe^x ^： u(E x ) G i^{E y ) e 劣， j u(E x )fi(dx) = J i^{E y )u(dy)}. 

则 /： 包含了可测矩形全体且为 A 类，因此£ =多 x 沴. 

现在回到定理的证明 . VE G ^ x 沴令 


" X ^(E) = J u(E x )fi(dx) = J fi(E y )iy(dy). 

我们要证明 / iXZ / 是有限测度.这只要证证可列可加性，因为其它几条性质都是显然 
的. 

设诸馬不交，我们有 


Zi x v ( SJZiEi ) 


((UZ.E^^dx) 


x 


疒 OO 

j 5^ K (瓦血）测度的可列可加性 


E 


(( Ei ) x ) fx ( dx ) Lebesgue 定理 




可列可加性得证.完毕. 

习题： 证明在 / i 及 Z / 为 a 有限时，结论仍然成立 


§7.4 Fubini 定理 


所谓 Fubini 定理即重积分化为累次积分的定理.在数学分析中我们曾经首次 
碰到过、无穷次使用过关于 Riemami 积分的这样的定理.现在我们要在我们刚刚建 
立的积分理论框架中证明这个定理. 


为了时刻提醒 (X x Y •，多 x 爹 ， /i x z /) 是乘积测度空间，对 X x F 上的函数/ G 


^ x 淨我们用重积分符号 


[[ fd(fi x v ) 

J JXxY 


表其的积分. 
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定理 7.4.1. 设 /Or,?/) 是 XxF 上的多 x 爹 - 非负可测函数 ， \Jx G X, yeY,^ 



h [ y ) ••= f(x,y)fi(dx). 

J x 


则分 G 多， G^iL 


fd[fi x z/) = / g(x)fi(dx) = / h(y)u(dy). 

J X JY 

证明： 以 £ 表示使上式成立的有界多 X 淨-可 测函数全体，则£包含了所有可测 
矩形的示性函数，且/：满足定理 2.6.11 的全部条件，因此£就是有界多 x 爹-可测函 
数全体. 

对任意非负多 x 爹-可测函数，可取有界多 x 爹-可测函数列单调上升地逼近, 
于是由单调收敛定理知等式成立.完毕. 

在未必非负的情形，有 

推论 7.4.2. 设 / 的积分存在，则仍有 

fd(fi x z/) = / g(x)fi(dx) = / h(y)u(dy). 

J X JY 

证明：直接由 

fd(fi x u) = ft f + d{p x u) - f [ x v) 

J JXxY J JXxY 


及上一定理推出.完毕. 

最后我们指出，用归纳法可将上面的所有结论推广到任意有限维乘积空间的 
情形，我们就不 一一 叙述了. 

习题： 

1. 证明在 / i 及 ZZ 为 a 有限时，结论仍然成立. ^ 

2. 设( X ，多, /X) 与 ( y ^， z /) 均为完备的 a 有限测度空间,/ 6 为 /XXZ/- 

积分存在，证明：对 /i- 几乎所有的： r G X , y G F , 有焱 G G J y f x du y 

I x /%/ i 存在且 

fd(fi xu)= fi(dy) f(x,y)u(dx) = / u(dy) / f(x,y)fi(dx). 

Jy J x Jy j x 


3 .设 ( fi ， 多， P ) 是概率空间， f 是定义在其上的非负随机变量.证明 


Eie 


V 


t v ~ x P(^ > t)dt^ \/p > 0. 
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8 无限维乘积空间 

上一节的结果给我们提供了构造任意有限个具有给定分布的独立随机变量的 
工具.但若要构造一列具有给定分布的独立随机变量序列，或构造具有给定有限维 
分布的随机过程，它就不够用了.这时需要无限维乘积空间. 

我们将只考虑概率空间，这就相当要求全空间的测度为 1. 这样要求的原因有 
二：一是我们的目的直接是概率论，因此只需要考虑概率空间；其次也巧，从本质 
上说，不是概率空间还真无法定义无穷乘积 一一 这从我们下面的构造过程可清楚 
地看出. 

§8.1 可列无限维乘积空间 

我们设(足，馬，乃)， i = 1,2,…是一列可测空间. 

定义 8.1.1. 设 E C 且存在 n，A G 玎^晃使五 = A x U ^ n +1 X t , 则五称 

为 「以 A 为底的」可测柱集.由可测柱集全体产生的 a 代数称上的乘积 a 代 
数，记为式. 

现在设巧是 ( x z ， 晃)上的概率测度，在上定义集函数 p 如下： 

E = Ax n - n + 1 x 2 , aG n ^ 2 


时 

P(E) := d 聊). 

这一定义显然是无歧义的：若五 = A X U^ n+1 Xi = B x n = m +1 足.贝 Ijn = m 时 
必有 A = B - n > m 时必有 A = B x n ^ m +1 X z . 无论如何都有 = 

可测柱集全体显然构成一代数，我们记它为乂我们来证明： 

定理 8.1. 2. P 是乂上 测度. 

证明： 除开可列可加性以外，其它都是显然的.而为证可列可加性，只需证 P 在0处 
是上连续的. 

设 K eA , E n i 0,我们要证明 P ( E n ) 丄 0. 

令 

Q n := n^p 2 . 

必要时重复若干项，可不妨 假定私 ^ = F n x ( n - n +1 x ,), 其中凡 e nju 武. 

设有 e > 0 使 P ( E n ) ke ， Vn . Vxi E X u 4 

F n { xi ) ：= {(x 2 , : T 3, • • • ， $ n ) G ^ r l = 2 X i : Ol , $2, • • • ， $ n ) G 凡 }• 
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由于单调下降，所以： r；i _ = 0, n > 2. 于是由 Fubini 定理有 


e < P ( E n ) = Q n ( F n ) 
令 



(U^PiXF^X^P^dx,) 


[^umFnix^p^) 

JFx 


Gn ：= {X! G F , : { I ^ = 2 P t ){ F n ( Xl )) > s / 2 }. 


则 


故 


^ ^ Pi ( G n ) + - 


Pl(Gn) > ^/ 2 . 

显然6^是单调下降的，因而由巧的上连续性知存在4 G 巧使 4 6 n-gp 

( n ^)(^( x ?))>^/2. 


现在，令五 n (X?) := F n ( x ?) X 瓜々 足并以 (£：, 

代卜 /2， n 必 U 必見， n 必/ ^, E n ) 而重复以上推理，可知有4 6 f 2 (x° 1 ) —— 医 

G F 2 -使 


dP 綱 < g ))>^4, n >3 


这里 

F n (xi,x 2 ) ：= {0 3 , •••，‘）€ ^ =3 Xi : (a ， x 2 , … ， x n ) G F n }. 
依次下去，我们便可得到一列 K，n 2 1 M 吏 

($?，…， 4) G 凡. 

于是自然有 

-) e E n , Vn . 

故 

nZiEn 7 ^ 0- 

完毕. 

在无穷维可测矩形上，乘积测度确实是一个”乘起来”的测度： 

命题 8.1.3. 设^ C U n 6 UJ 

(UZMi^En) = li^P^En). 
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证明：令 


K = ( 吸 = 1 馬 ）X U ， 


则但 

(n ^ =1 Pn)(F n ) = 

故 

(仏似仏艮 ） =lim iiunEi ) = n^L 1 p(E n ). 

n^oc 

完毕. 

§8.2 可列乘积可测空间上的非乘积测度 

设 P 是 (R°°, 涿°°)上的概率测度.定义 R°° 到 ，的投 影映射 


则 Pn : 


n n ((x 1 ) x 2l •••)) = (^1,^2, - 
1 是，上的测度，且满足下列相容性条件 

Pn ~ Pm^m n 


k ) 


其中 m > n，7T m ， n 是从 R，lj ，的自 然投影 :取前 n 个坐标. 

下面提出反 问题： 若在每个上都有概率测度匕且它们满足相容性条件，是否 
在上存在概率测度 P 使」 P n = Pn - 1 . 这个问题及下节在不可列乘积空间上的同 
样问题涉及满足给定有限维分布的随机过程的存在性问题，是由一-再一次是由 

Kolmogorov 解决的. 

定理 8.2.1. 设 A ， P 2 ，… 分别是 ( R 1 , 則， ( R 2 , 潘 2 )，…上的概率测度并满足上述相 
容性条件，则在 ( R °°, 激°°；)上存在唯——个概率测度 P 满足 


Pn, 


Pn 


证明：沿用上面的记号，对 B 6潘 '令 


P(n-\B)) = P n (B). 

由相容性条件， P 是 W 上有确切定义的集函数.显然 P 是有限可加的. 

下面证明它也是可列可加的.为此只需证明它在0处是上连续的.设 
B f n lt 必要时添加或减少一些元素，可设存在6激"使 

B f n = n;\B n ). 


P{B r n )>e, Vn. 


设 e > 0使 
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取紧集 1 C Bjt 


P n (B n - K n ) < e2— n . 


令 


则 


所以 


由于丨，所以 


K = n~\K n ) 

B f n -K = n -\ B n - K n ) 

P(B f n - K' n ) = P n {B n - K n ) < e2- n . 

D n := rr k=1 K k . 

K = 7T n (D n ) 

K — K = ULi(5 ； - K f k ) c H K， k ) 


从而 


P ( B， n - D ^)< Y ^ P ( B f n - D f n ) < 

k=l 


S 

2 


再由假定尸(圮）>^| 


P { K ) > e . 


因而对任意 n, I); / 0. 故可取 x( n ) 
故可抽取子列化及：^ G 仏使 


=(4 n) ，4 n) ，• • •) e 化.因为 {#)} c 私而私紧 


肀) 



再从{叫}中取子列吏 

om)) — k,^) g k 2 . 


依次下去，对任意有第级子列吏 

(X 卜 ) ， 4 nfc) ， … ， 4 nfc) ) 4 « x °2r-- ,4) e K k . 

用对角线法，最终可抽取子列 {nj 使 

(工卜)，$卜)， • • • ) 4 ( X ?，* * * ) ^ Kk - 


显然« 成… ） g n n D ^ n . fSn n D^ c r \ n B f n , 故 nB: ^ 0. 证毕. 

比较该定理和上一定理，可以看到这里作为乘积因子我们是取了特殊的可测空 
间 (R， 均. 不过我们注意到我们只是用了 (R' 潘 上的概率测度是所谓“胎紧的”这 
一 性质，而该性质对所有 Polish 空间上的概率测度均成立，因此定理可以推广到每 
个乘积因子是 Polish 空间(带 Borel 代数)的情形，证明不需要做任何改变. 

然而我们不能不要任何拓扑假设.这方面的反例可见 SHIRYAEV p.165. 
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§8.3 任意无限维乘积空间 

现在设 r 为一不可数无穷集合 一一 应用中最常见的是取 r 为 r 的某个区间 ， i e 
T 表示时间.设对任意 t 6 T , d 界)为可测空间. 

首先，类似于定义 8 . 1 . 1 , 我们给出 

定义 8.3.1. 设五 c n ^ r 不且存在 r 的有限子集& a e n tGS 晃使 e = Ax u teS cX t , 
则五称为「以 A 为底的」可测柱集.由可测柱集全体产生的 a 代数称为上的乘 
积 a 代数，记为 n $ T 只. 

下面是一个关键的结果，利用它我们可以看出，无论是什么样的”无穷维”乘积， 
在某种意义下都可以转化为”可列无穷维”乘积. 

定理 8.3.2. 

SCT,S 可数 

证明： 上式右边显然包含于左边；又右边为 a 代数，且包含了所有可测柱集，所 
以它包含了左边.完毕. 

现在设每一界)上均有一概率测度在 n ^ r 界上定义 

:= n 拓若五 = A x Yl te s c X t: A E S 可数 • 

我们要说明该定义是无歧异的. 

设同时有 

E = Ai x U te s^X t = 乂 2 x n 拓 

其中与5^2均为可数集且 G TLteSi ^ t ^ -^2 ^ 多 t . 令 


A：=E 在上的投影 
则 


5 := 


n 5 2 , 


=^!在上的投影= a 2 在上的投影. 


因此定义的确是无歧异的. 

定理 8.3.3. 以上定义的 / i 是概率测度. 

证明： 除可列可加性以外，都是显然的.而可列可加性可如下 证明： 设6 
n ^ T ^, 则存在 s ; c r ， s ; 可数，使 kg n tes ， t . 因而对所有的 n , e n teS ^ t , 
其中 S ^ u ^ s ;. 这样，利用 / i 在 riu 界上的可列可加性即得.完毕. 


58 



§8.4 任意无限维乘积可测空间上的非乘积测度 

对任意 t 6 T , 令 

= ^, 潔 t 二溪 1 

与上面的推理类似，从定理 8 . 2.1 出发，可以 得到： 

定理 8.4.1. 对任意有限子集 『 = {i ir .. ,t n } CT ， 令 

(R",^) = (R tl ,^ 1 )x...x(R, n ,^J 
设巧为激 T 上的测度，满足下列相容性条件： 

T! C r 2 P T1 = Pr 2 7T~] ri 

其中的自然投影 . 则在存在唯 —— 个概率测度 P T 使 

Pr = Prc；\ 


9在概率论上的应用 

我们将把现有的知识应用到概率论上.具体地说,给定一个分布函数或一个分 
布函数列，我们要构造一个概率空间及其上的一个随机变量或独立随机变量序列， 
服从所给定的分布. 

10 1/空间 

我们固定一个 a 有限测度空间( X , ^,/ i ). 

§10.1 定义及基本不等式 

定义 10.1.1. ill<p< oo, 对可测函数/定义 

\\f\\p : = ( J\f\ P d^)K 


称为 / 的 p- 范数 . L 〃空间定义为 

L p ：= {/ : \\f\\p < oo}. 

简言之， L p 就是由所有 p 方可积函数组成的空间 . 

在 P 中，我们把两个几乎处处相等的函数认为是相等的.因此，严格地说,的 
元素并不是可测函数，而是由几乎处处相等的函数组成的等价类.当然，在实际运 
算时，我们总是在每个这样的等价类中选取一个代表也就是一个 p 次可积的函数来 
进行. 

为研宄 P 的性质，我们需要一点凸函数方面的知识. 
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定义 10.1.2. 设 J 为 R 中的区间，0为 J 上的连续函数.若，: r 2 G /， ai , a 2 > 0 ? 

Oi\ + Oi2 = 1 ，有 


cf)(aiXi + a 2 x 2 ) < ai ( f )( xi ) + a 2 ( x 2 )j (10.1.18) 

或者等价地，对 Vn ， \/而 G /, i = 1, 2,…， n ， > 0, i = 1, 2, • • •， n ， 叫 = 1， 
有 

n n 

c /)(^ aiXi ) < ^ ai (/)( xi )), (10.1.19) 

i=l i=l 

则称 w 为凸函数. 

我们注意到， 10.1.18 与 10.1. 19的等价性也即 10.1. 18蕴涵 10.1. 19可由归纳法导 
出. 

下面给出一个凸函数的充分条件. 

定理 10.1.3. 记号同上.设0处处可导且#单调上升，则$为凸函数. 

证明：不妨设 X；l < 取数％ 6使 

xjj ( x ) := cj )( x ) + ax -\- b ) x G [ xi , x 2 - 

满足 利以） = ^( x 2 ) = 0, 则 10.1.18 等价于在[: ThA] 上 

♦ < 0 . ( 10 . 1 . 20 ) 

设否，则由于4连续,故有一极大点0； 0 G { x 1 , x 2 ) i ^( x 0 ) > 0而的抑）= 0. 由于# = 
小’ + a ， 故#单调上升，因而在 [x 0 ,X2] 上 W 2 0,这样就势必有 0(X2) 2 i ^( x 0 ) > 0,矛 
盾.完毕. 

由此我们立即得到一个简单的判别准则. 

命题 10.1.4. 记号同上.若0处处二次可微且0〃处处非负，则0为凸函数. 

这样，我们就知道例如 exp ⑷，伏0 > 1)， - log ⑷都是凸函数. 

我们需要的是如下的 

引理 10.1.5. 设尤 1， t 2 > 0, /3 > 0 且 a + /? = 1 ， p > 1 .贝 1 J 

^1^2 ^ + 供2; (10.1.21) 

(0^1 + /%2) P $ + /%2. 
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( 10 . 1 . 22 ) 



证明：10.1.21、 10.1.22 分别是由于 - log ⑷、 P 是凸函数之故.完毕. 

借助于此引理，我们可以证明两个重要的不等式. 

定理 10.1.6. 4 (Hdlder 不等式 J 设 1 < p，q < oo 满足 p — 1 + q~ l = 1 ? / G L p , g G L q , 

^]fg e L 1 且 

\\ fg\\i < WfUgU 

ii ) (Minkowvski 不等式)设 f , g G L p , 则 / + g G _/^且 

1/ + ^||p < \\ f\\p + H ^ llp . 

证明： 如果/与 p 中有一个恒为 0, 则两个不等式都是显然的，因此我们假定他 
们都不为 0. 

由 10.1. 21 有 


緩 剛爾 


-\ mm\\ q q 


两边取积分即得 


ll / ll ;% 


1 


Q 


fg\\i < 


1 


v q 


i ) 得证. 


由 10.1. 21 有 


\ f ( x )+ g ( x )\ 


V 


\\ f\\ p 


f p + 9 p 


(/ WII / II ； 1 ) 


II 泰 


f p 9 p 


(♦)11 爲 —Ull/ll 


v 


ii ^ y p 


< (\\f\\ P +\\9\\ P n 


IL ^^( 洞 l/L— 


\ f \\ P + \\ g \ 



114 


V 


I / IIp + IM 


(♦)11 別 ； 屮 ) 


V 


两边取积分即得 

II/+ 學 （ ll/llp+ 隊， 

再两边开 P 次方便得 ii ). 完毕. 

我们给出几个简单的应用. 

若 ( X , 多, / i ) 是有限测度空间， 则对仍 2 2 1，由 H 61 der 不等 式有: 


J \ i\ p2 dfi = J 賢* = j i/r^i^ 

/ P2 ( P1~P2 P1~P2 ( P2 

\f\ pi d^(j i^)i = (Mx))i(y urdfi)^. 

因此我们得到 


命题 10.1.7. 若 ( X , 多, / i ) 是有限测度空间， P ! > P 2 > 1,则 L 扒 c L P2 . 特别地， 
当" ㈤ =1时 ， p 4 ||/|| P 是单调上升的. 
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注意在 = 00 时此命题不成立，例如对于 R 上的 lebesgue 测度， G I / 2 但多 
L 1 . 不过，不管是否 /ipO = 00 我们都有下面的 结果： 

定理 10.1.8. 若仍 > P2 > f e L P1 n LP \ 则 Vp G ( P2 . P1 ), f e L p . 

证明：我们有 

/ / P—P2 Pi—P / P—P2 I Pi —p 

/ \f\ P = / \f\ Pl Pl~P2 \f\ P2 Pl-P2 dfl < ( / \f\ Pl )Pl~P2 ( / \f\ P2 )Pl-P2 • 


完毕. 

上面证明中出现的这个不等式即 


Pl(P—P2) 

ii/Lm pi — p2) 11/11 


P2(Pl—P) 

P ( Pl — P 2) 



称为间的插值不等式. 

上面的 Minkowski 不等式可以有以下更一般的积分 形式: 


定理 10.1.9. 设( X ，多， / i ) 与 ( y ，％， z /) 都是 a 有限测度空间，/( X ，?/) 6多 xK 则 Vp 之 



f(x ， y)iy(dy)\ p fi(dx)) 1/p < 



\f(x,y)\ p /j,(dx)) 1/p u(dy). (10.1.23) 


证明：我们第一可假定/ 非负； 其次，设 K 个 y 使 z /( y n ) < oo , 若 10.1.23 在 
以 K 取代 F 时成立的话，则在两端取极限，左边用单调收敛定理，知 10.1.23 成立，因 
此我们第二假定 z/CH < oo. 最后，若 10.1.23 对非负有界的可测函数成立的话，由于 
对一般非负的/可找一列几乎处处收敛于它的非负有界的九，则由单调收敛定理知 
对/也成立，因此第三我们假定/是有界的. 

对于非负有界可测函数/,存在简单函数列 / n 单调上升一致收敛到 /. 而对简 
单函数， 10.1.23 就是己知的 Minkowski 不等式，所以有 



fn(x, y)iy(dy)) p fi(dx)) 1/p < 

< 



(fn(x,y)) p fi(dx)) 1/p iy(dy) 

(f(x,y)) p fi(dx)) 1/p u(dy), 



取 n 00 并用控制收敛定理便得到 10.1.23. 完毕. 

本定理可用一句话来记忆：积分的范数小于等于范数的积分.特别，取 F = 
{1,2,...}, 爹为所有子集， z / 为记数测度，则 得到： 


推论 10 . 1 . 10 . 



^ fn{x)\ P fi(dx) < 
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顺便说一下，设 / i 是概率测度即 MX ) = 1，在 H 61 der 不等式中取 p = 1便得 

(J \ fWY < J | 獅. 

这一不等式其实对一般的凸函数也成立，即我们有： 

定理 10.1.11. (Jensen 不等式) 设( X , 多, / i ) 是概率 测度， 0是凸 函数， /可积.则 

0( J fd ^) < J 认 fW . 

证明： 

我们利用凸函数的以下性质： 

— 0( to ) > — to ), 

这里表示右导数.所以 

4(/0)) -小 (j fdfi )( f ( x ) - J fdfi ), 

两边取积分便有 

J 0(/) 咖 -扒 j fdfi ) > 0. 

完毕. 

推论 10.1.12. 设/非负可积， E [/] = 1.贝 |J 

E [ fg ]< E[f log f ]+ log ( E [ e ^]). 

证明 ( stroock : An introduction to the analysis of paths on a Riemannian man ¬ 
ifold , p .162). 不妨设 / 一致正且 /, p 均有界•令 

dQ := fdP . 

则由 Jensen 不等式 

log (丑 p [ e ’）= \ og ( E Q [ f ~ 1 e ^}) < - E Q [log f ] + E Q [ i / j '. 

完毕. 

我们知道，若/， g 均二次可积,那么由 Schwarz 不等式，可积； H 61 der 不等式意 
味着可以将其中一个的可积性提高，另一个降低，这样两个相互补偿仍能得到如的 
可积性；上面的推论则告诉我们,这种补偿的范围还可以继续 扩大： 如果一个指数可 
积，则另一个只要比可积稍微强一点，即 / log / 可积就行了. 

此外,若没有五⑺=1的限制，则上述公式变为 

E [ fg ] < E [ f ] E[f log f } + E [ f ] log (寧] ). 


我们再回到 P 空间.我们要 证明: 
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定理 10.1.13. Wp G [ l , oo )， [ L p ) || - || p ) 为空间. 

证明： 由 Minkowski 不等式， L 〃为线性空间且 || • ||@为 范数.下面证明 P 是完备 
的. 


设 / n G L p , lim 


m.n—^oo 


\\fn — fm 


V 


0. 首先，存在 nH 5 m，n 2 叫时 


|| fn _ fm p 〈 2 


- 1 . 


接着，存在 n 2 > m 使 n，m 2 2 _2 时 


|| fn _ fm p 〈 2 


2 . 


般地， n /^选 好后，可选?7^ +1 > n k 使 m,n > ?^ +1 时 

Wfn — fmWp < 2-( fc+1 ) 


这样就得到一列 ％%•••. 显然有 


fn 


fc+i 


fn k \\ P <2~ k . 


于是由推论 10.1.10 有 


(l/ml+Eim 咖 HI 


V 


Eh /- 


fc+i 


fn k \\pY < OO 


k=l 


k=l 


因此 


\fn 




+ 1 


frik 〈 以尤 


k=l 


于是级数 


fm + ^2 (fn 


k + 1 


fn k ) 


k=l 


几乎处处收敛.记其极限函数为/，则 limh ^ “ = / a . e . 


X / (I/ml + l^fc+1 _ fn k \) P d^ < OO 


k=l 


因此 / G i /. 再由 Fatou 引理有 


lim 

n—>oo 


/- 卿 


fn k - fn\ p dfi < lim 

n.rifc—>cx) 


fn k — fn\ P dfl = 0 


即 lim n ， 


f-fn\\p = 0. 完毕 • 
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§10.2 L °° 空间 

p = oo 时不可以通过积分定义范数.此时我们定义 


1/1 


= inf sup |/0)|. 

M ( 五 )=0 xeE c 


例如，设 GO , 1],^([0,1]), 上的函数/定义为 

f ( x ) = l ， 若: r 为有理数; 0,若 x 为无理数， 


ll/l|oo=0. 

又若/定义为 

/ ㈤ = (1 + X ) -1 若 X > 0; /⑶= 2, 

则 ll/lloo = 1. 若/0) = X - 、则 ||/||oo = OC . 

再定义 

L°° ：= {/： ll/lloo <oo}. 

我们有 


定理 10.2.1. ... ooSL 00 上的范数 . L °° 在此范数下为空间. 


证叽先证明第一个结论.首先我们注意到在 || ••• lloo 的定义中，下确界是可以 
达到的：设 

c = inf sup |/0)|， 

M ⑹=0 xeE c 

则 Vn ， 存 在坟， / i (^) = 0, 使 


c > sup |/0)| 

^ c n 



于是，令五 = D n E n , 则 //( E 1 ) = 0 且 


C > sup 1/0)1， 

xeE c 


故 


c = sup 1/0)1. 

xeE c 

这样，设 ll/lloo = sup xeE c 1/0)1 ， II 分 lloo = sup xeE c \g(x)\, fi(E) 

sup {|/0) + g ( x )\} < ll/Hoo + Halloo , 

xe(EUF) c 


/ i ( F ) = 0,则 
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3 而 


1/ + 9\\oo < ll/lloo + IMIoo. 

现在证明的完备性.设九 G L°°，lim^oo \\ f n - / m ||oo = 0. 再设 

H/nlloo = SUp |/»|, 

Wfn _ /m||oo = Slip / m (X) — / n (X)|, 

说略， n 

其中 £* n ，£* m ， n 均是零测集.令 E 1 = ( U n E n ) U W \^{ E ) = 0, 因而 

\\fn\\oc = SUp |/ n O)|, 

xeE c 

Wfn - /m||oo = SUp |/ m (x) - f n ( x )\. 

xeE c 

定义 

f ( x ) = lim f n ( x ) 若 x 6 E 弋 0，若 x 6 E , 

n-^oc 

则且 ||/-/ n || ->oo. 完毕. 

若 定义 

( f ， g )'= j fgd ^ (10.2.24) 

容易验证 (•，•) 是 L 2 中的内积，且相应的范数就是II • II. 因此我们有 
定理 10.2.2. 带有内 权 1 0.2. 24 的 L 2 AHUbert 空间. 

最后我们证明： 

命题 10.2.3. 若( X ,多， //) 是概率空间，则 V / eL °°， 有 

ll/llpt ll/lloo. 

证明： p 4 ||/|| p 单调上升是己证的， \\ f \\ p < ||/||oo 是显然的.又於 > 0,有 


Ml/0)| 2 ||/||oo -^) > 0, 


故 

眺2 ( II / IU -咖綱2 imu - 

所以 

lim \\f\\ p > ll/lloo -二 


由 e 的任意性即得结论.完毕. 
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11 赋号测度 

§11.1 定义及基本性质 

我们在构造上的 Lebesgue - Stieltjes 测度的时候，出发点是单调上升的函数(见 
例 3.7.2). 然而由于一般的有限变差函数均可表示为两个增函数之差，故同样的推理 
对有限变差函数依然有效，只不过最后得出来的集函数不再是非负的.这样一种集 
函数我们称之为赋号测度.即有 

定义 11.1.1. 设 ( X , 多)为可测空间，则多上的可加集函数称为赋号测度. 

注 11.1.2. 由于运算 +oo - (+ oo ) 没有意义，故在士⑻中，赋号测度只能取到一个，否 
则将会出现无意义的等式 

fi(A U B ) + fi(A C \ B ) = fi ( A ) + 

如无特别申明，我们一般遵循下面的 

约定 < oo , VA G (11.1.25) 

命题 11.1.3. 设 E ， F G 多， F c E . 若 / i (五）> — oo ? B ' J / i ( F ) > — oo . 

2 . 设 E n , 五6多，五 n 个五 7 贝 1 ] 

lim fi ( E n ) = fi ( E ) 

n—>-cx) 

3 . 设 E n ，E G 多， E n I E , 且 |/i (五 i )| < oo ， 则 

lim ji ( E n ) = ji { E ) 

n-^oo 

证明： 
l .由 

KE ) = fi ( F ) + fi(E \ F ) 

直接得到. 

2 与 3 的证明类似于测度的情形. 

例 11.1.4. 在一般的 a 有限测度空间 ( X , 多，//)上 7 设 f 6 L ». 令 

iy ( A ) := f fdji ^ \/A G 

Ja 

则 z / 是赋号测度. 


67 



§11.2 J ordan-Hahn 分解 

在 R 上，利用有限变差函数可表为两个增函数之差，容易证明由有限变差函数 
产生的赋号测度能表示为两个测度之差.这一结果对一般的赋号测度也成立.证 
明这个结果的基本想法是将该测度的“正集”与“负集”分开.所谓“正集”、“负集”是 
指： 

定义 11.2.1. 设 E G 多使得对任意 F G 多，若 

F c E /i(F) > 0; 


则五称为 / i 的正集. 

引理 II . 2 . 2 .设 E G 多且 / i ( E ) > 0,则存在正集 F C EJLfi(F) k 

证明：第一步：若存在 G C E 使得 /X ⑹< -1，则记 A n = 否则第一步终止. 

若存在 G C E \ An 使得 / i ( G ) < -1，则记 A 12 = G . 否则第一步 终止. 

继续下去，这第一步一定会在进行有限步(设为 m 步)后终止.记 

n\ 

^1 := 工] 

k=l 

第 二步：以一 I 代替上 面的一 1做同样的事情，得到乂 2 ; 

一般地， 以- ^代替上 面的- 1做同样的事情，得到 
令 

oo 

F := E — > : A n . 

n=l 

则显然 F 满足要求. 

定理 11.2.3. 设( X ，多, / i ) 为赋号测度空间，则存在 E + G 多，五为 / i 的正集且 VF G 多， 
F c E c , 有 / i ( F ) S 0. E + 在下述意义下唯一 .. 苦 E u 五 2 均满足上述要求，贝 'J 

(五1八五2) = 0. 


该 E + 称为/ X 的正部，:= 称为负部. 

证明： 唯一性显然，只需证存在性. 

勒 F d fi { F ) < 0,则取 E + = 0. 

下面设 sup F g / i ( F ) = a > 0. 取 G 多，使 
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由上一引理，可设均为正集.令 


E ：= 

贝抽于 都是正集，故 / i ( E ) = a . 于是 a < oo . 

该集合满足要求.否则或者存在# c E +, # e 多使得 /i (五 /) < 0;或者存 
在拉 c E % E f e 多使得 /i (五 /) > 0. 在前者，有 

在后者，有 
两者均不可能. 


继续上定理得记号，令 

fi + (A) ：= fi^AnE), fi~(A) ：= -/j.(AnE c ) 
则得到 / i 的所谓的 Jordan 分解 

/I = /i+ _ jjj , 

分别称为 /i 的上、下变差 ， |/ i | :=/ i ++ / i - 称为 /i 的全变差，而 

X = E + E C 


Q . E . D . 


则称为的 Hahn 分解.若 / e 则定义 

f fdfi = [ fdfi + - f fdfT . 

J X J X J X 

§11.3 Radon-Nikodym 定理 

设 ( X , 多， / i ) 为 a 有限测度空间， z / 是多上的赋号测度且 | z /| a 有限.若 VE 6多，有 

fi(E) = 0 =^> z/ ( 五 ） = 0 ， 

则称 z / 关于 / i 绝对连续，记为 z / <C / i . 

这一条件等价于： 

fi ( E ) = 0 =^> W \{ E ) = 0. 

事实上，若前者成立，设 X = E + + 为 z / 的 Hahn 分解，则由 / x ( E ) = fi{E n E + ) + 

fi(E n [) 知 

fi(En E + ) = fi(En £；_) = o. 
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因而 

u(E n E + ) = u(E n E _) = 0, 

即 

u + { E ) = u ~( E ) = 0, 

从而 

u \( E ) = 0. 

由积分的性质，例 11.1.4 中的集函数 z / 是关于 / i 绝对连续的赋号测度.我们下面 
将证明，本质上这种形式的赋号测度己囊括所有的关于 / i 绝对连续的赋号测度，这 
就是 

定理 11.3.1. ⑺ adon-mfco 办 m 定理」设( X ,多， / i ) 为 a 有限测度空间， z / 为多上的 a 有 
限赋号测度.若 z / << / i ， 则存在一关于 / ia 可积的函数/，使得 

u ( A ) = f VA G ^. 

J A 

若 z / 有限，则 / 6 L \ dfi ). 

该函数 / 在几乎处处的意义下是唯一的，记为/ =棄. 

唯一性显然.为证明存在性我们需要下面的预备结果. 

引理 11.3.2. 条件同上且设 z / / 0. 则存在 n 6 N + 及5 6多使得 / i ( B ) > 0且 B 是 z /- 
士 / i 的正集. 

证明:设[是 z / - >的 Hahn 分解.令 

A+ = A 0 - = 


则 — _ A 。 且 

u { Aq ) < Vn . 

于是 = 0. 因而 > 0. 故存在 n 使得 > 0. 再由绝对连续性， 
/ i ( A +) > 0. 因此该 n 和 B 满足要求. 

存在性的证明：由 Jordan 分解， z / = z / + - z /_ ，因而只需要对 z /+， ^/_分别证明.这 
样我们将假定 z / 是非 负的； 再由于我们可以先在 / i 与 z / 均有限的区域上考虑，然后把 
所得的函数拼起来，故又可以假设他们均是有限测度.令 

义： = {/ : / >0 ,/G [ fdu < u ( A ), VA G ^}. 
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则义非空(它包含恒为零的函数).此外，设/，分 G 兄令/I := / V仏则 WI €多， 



< 


f hdfj, + 

/ hdfi 

益门 {/<"} ’ 

) 乂门 {/<"} 

1 gdfi + 

/ / 咖 

乂门 {/<"} ^ 

/An{f<g} 


Z/(A n{f < g }) + u(A n {/ <^}) 


"⑷. 


故 " e 义 

令 

a := sup { / fd / j , : / G cif }. 

J x 

取九 G f 使得 



必要时以 A v/ 2 v •••/“々 替九， 可假定 {/ J 单调上升.令 

/0) := lim f n ( x ). 


则由单调收敛定理知 

往证 



lim fndji 

n-^oo 


a . 


u { E ) = / fdfi , VEg ^. 

J E 


令 

入⑹： = HE) - f fd 卜 

J E 

则 A 为有限测度且 A 《 /i. 若 A / 0,则根据引理，就存在 e > Q 及 Be 多使得 ju(B) > 
0 且对任意 E G 多有 

eju(FnB) < A(FnB). 

于是，令 

h = f + sl B - 

则对任意五 6 多 



< 


< 



e \ i[E n B ) 


} fdfi + u ( EnB ) 

E\B 


稱 
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因此 h 6 幺.但 


/ hdfi = / fd/j, + e^B) > a, 

J x J x 

这与 a 的定义矛盾.这矛盾说明 A = 0. 所以 


u(E) = / fd^i, \/Ee 多 . 

J E 


. 证毕. 

我们在这里使用了记号/= |，但这是一整体记号，在目前看来与任何形式的 
商都没有什么关系.不过，至少在离散情形，它确实是一个商;而在相当多的一般情 
形，它是某类商的极限，就像普通的微分一样.但要讲清这点，就要用到鞅的知识，超 
出了本课程的范围. 

现在我们所能做的，是可以说明形式上我们可以将它当成商运算. 


命题 11.3.3. 设 /i，z/ 分别是(X,多)上的 a 有限的测度和赋号测度，则对于任 
意非负可测函数/，有 



证明： 函数形式的单调类定理. 


推论 11.3.4. 设 /i，z/ 是(X，多)上的 a 有限测度， A 是其上的 a 有限赋号测度. A 《 z/ 《 
/i. 则 

d\ d\ dv 
d/i du dji 


12 条件期望 

我们回忆一下本科教材中数学期望的 概念： 设^是概率空间( X ，多,以上的随机 
变量， F 是纟的分布函数，则纟的数学期望定义为 

疒 oo 

Eg = xdF ( x ). 


利用变量代换公式，上式可写为 


E 卜 j 咖 . 

以后，在概率空间上积分时，我们就用 E 代替积分符号. 

我们换一个观点看这个问题.直观上说，数学期望应该是最接近于原随机变量 
的常数.这个直观感觉可以从数学上得到严格证明 一一 至少对于平方可积的随机 
变量是如此.实际上，设彳 G L 2 , 令 


f(c) = E[\^-c\ 2 ] 
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则易知 C = 坟时 /(c) 达到最小值. 

我们知道，若以多0表示X上的平凡 a 代数，即 

爲：={又0}， 

则当且仅当一个函数(几乎处处)为常数时，它关于為可测.由于 L 2 (X， 為, /i) 是 L 2 (X， 多, /i) 的 
闭子空间，因此用泛函分析的语言来说, L 2 (X, 多， /i) 中函数的数学期望就是它在 L 2 (X , 為, / i) 上 
的正交投影. 

在刻画实际问题时， a 代数表示信息，这样多便表示全体有关的信息，而平凡 
的多 0 表示我们不掌握任何相关的信息.因此，当我们要求期望时，我们实际上是在 
没有任何(有利)条件下寻求纟的最佳近似. 

而当我们有一些信息 一一 我们用 a 代数沒表示这些信息全体 一一 可用时，我们 
理应获得更好的近似.这一想法在数学上引导出了条件数学期望或简称条件期望 
的概念. 

§12.1 L 2 中函数的条件期望 

设沴是多的子 a 代数.简记 

LW= L 2 (X ， 多， /i); L v {^) := 

我们先证明一个关于一般的 p 的结论. 

引理 12.1.1. 淨)是 L p ( 多)的闭子 空间. 

证明： 显然 P (爹 ） C L 明. 设 / n G L(^), / G P (多)而 limwoj/n - 

/ IIlp (多 ）= o, 则 

lim ll/m — fn\\LP(W) = lim ll/m - fn\\LP(^) = 0. 
m,n— >-cxd m,n— >-cxd 

由于 P (淨)是完备的，故存在 / G £ 2 ⑻使 lim n , ||/ n - f\\ LP{ ^ = 0. 显然/ = / 
a . e , 因此 / G L ，). 完毕. 

于是特别地， L 2 (W 是 L 2 (多)的闭子空间.将后者到前者的正交投影 记为尸 
我们给出： 

定义 12.1.2. ilf G L 2 (^), 则/关于沴的条件期望定义为 

E(fm '= P ” f . 

我们有 
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定理 12.1.3 .设 / 6 L 2 {^), g G L 2 {^), 则下列条件等价： 

1) g = E[m； 

2) \/h G L 2 (%)， f fh dfi = f gh dfi; 

3) Whe L ，)， f fh dfi = f gh dfi; 

4) J E f dfi = J E g dfi. 

证明：首先，由正交投影的性质 ，1° O 2°. 

又显然2° 3° 4°,因此只要证明4° =今 2°. 

设4°成立，则由积分的线性性知对任意简单函数 /z = 以汄有 

J fhdfi = J gh dji. 

而对于一般的 /i 6 L 2 (^), 均可以找到这样的简单函数列 / U 吏、 4 " e,.e.R\h n \ < 
\h\, 因此由控制收敛定理知上式对任意 /i 6 L 2 (爹)成立.完毕. 

条件期望有如下的基本性质： 


命题 12.1.4. 1。， E[af + bg\^} = aE[f\^} 
2°设负 , 则 E [ E [/| 爲]陳] 

E[fV 


3° Whe L，) ， E[fh\^\ = hE[f\^} 
4° V/G L 2 ( 多)， / > 0, E[m] > 0. 
5° f>g=^ E[m] > E[g\^] 

6° \ E [ f \ n < E [\ f \ m . 


bE[g\^]. 

E[f\^]. 特别地， V 淨 C 多， E[E[f\W}] 


证明： 

1° 由正交投影的线性性. 

2 °^iC 螞时， L 2 ⑹ d L 2 ㈣ ，因此 P Gl = P Gl P G2 . 
3° ME G 


/ hE[f\^]dfi = / lEhE[f\G]d/j, = / E[flEh\G]d/j, = / /l^M/i= / fhdji. 

J E J J J J E 

4° WE G /E[/|^]rf/i = J fdfi> 0, 所以 E[/| 爹] > 0. 

5° 由 4 0 ; 6 0 由 5 0 . 完毕. 

§12.2 L 1 中函数的条件期望 

由上面的性质 6 Q ， 可将别/|$的定义域从 P (多)扩充到多).具体地说，我 

们有 

定理 12.2.1. / 4 可唯一扩充为 L 1 (多)到 L 1 (淨)的连续线性映射. 
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证明：设 / 6 L 1 ^), 令 / n := (/ V (- n )) An , 则 / n G L 2 ( 多).于是 

\ E [ f n - f m \ n < E [\ f n - f m \ m , 

所以 

E \ E [ f n \^} - E [ f m \n < E \ f n - f m \ < ( E \ f n - / m | 2 ) 1/2 H 61 der 不 等式. 

但由控制收敛定理 

lim \\ f n - f \\ 2 = 0, 

n-^oo 

因而 

lim \\ E [ f n \^} - E [ f m \ n\i = ^ 

n—>oo 

于是由 L 1 ^) 的完备性，知 E [/ n 閣在 L 1 中收敛.我们于是定义 

E [ f \^] := lim E [ f n \^]. 

n-^oc 

自然，这样定义的五[/降] 6 L 1 ^). 下面证明连续性.我们有 

E \ E [ f \^]- E [ g \ n = E\im \ E [ f n \^}- E [ g n \n < lim E \ f n - g n \ < lim E \ f n - g n \ = \\ f - g\\u 

n—>oo n-^oo n—>oo 

因此 / 4 别/降]是 L 1 (多)到 L 1 ^) 的连续映射. 

再证明该映射是线性的.设/，分 e L \^), g R , 则可取 / n ， 如 e L 2 ⑻, 
lim^oo \\f - f n \\i = 0, lim n ^ 00 ||^-^||i = 0, 于是又有 linv ^^ \\af +/3 g - ( af n + 

办 n ) |l 1=0. 故有 

E [ af +(3 g \^) = lim E [ af n +(3 g n \^} = lim ( aE [ f n \^]+ f 3 E [ g n \^]) = aE [ f \^]+(5 E [ g \^} 

n-^oc n^oc 

我们有类似于定理 12.1.3 的 
定理 12.2.2. ilf G L \^), 则下列条件等价： 

1 ) g = E [ m . 

2) j A gd^i = f A fdh 

3) Whe L，)，f jhd[i = / ghd[i . 

证明: 1)=^ 2): 因为 E [/|$ = lim n E [九聞 （ L 1 )， 所以 

[ E [ f\^]dii = lim [ E [ f n \^]dii = lim [ f n dfi = f fd / i . 

Ja n -^°° Ja n ~^° Ja Ja 

2) =^ 3): 显然. 

3) =^ 1): 由 3)， 有 

Vh G L °°(^), J E [ f \^] hd ^ = J ghd ^ 

所以别 /|$ = 完毕. 

通过 L 2 中的函数过渡，同样可 证明： 
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命题 l 2 . 2 . 3 . 1。设釣 c 爲 c 多，则五[ 五 [/|%]降]=五 [/I 济]. 特别地， V % c 多， 

E[E[f\n = E[fV 

2° V/iG L ，）, E [ fh \^} = hE [ f \^}. 

3° V/G L 1 ⑻， / > 0, E [ m ] > 0. 

5° f>9=^ E[m] > E[gm 

6 ° \E[f\n<E[\mv 

同期望一样，条件期望也有 H61der、Minkowski 和 Jensen 不等式.其证明也是类 
似的，读者可自己模仿一下. 

命题 12.2.4. 0若 p 是凸函数，则 

mm]) < 


特别，若/ G 多)，1 s S OC ， 则 


\\ E [ f \ n \ v<\\fV 

ii ) 苦 f G L ' g e L q , 1 < p, g < oo, p— 1 + g— 1 = 1，贝 1 J 

別 s (别 /PWD 1A? ⑷旧， ]) 1A? . 

in ) 苦 f，g 6 L ' 猶 

( E[\f + gnn l/v < ⑽ /PW]) 1/P + ( E [\ g \^})^. 

习题:设爲，炙均是多的子 a 代数且无区别 （ 即\/為_ G 為存在乂 2 6為，使 /i (為 l △烏) 
0), 则 

E[m 1 } = E[m 2 }. 

§12.3 有限 a 代数时条件期望的计算 

虽然我们己给出了条件期望的定义，也知道了它的一些性质，但要实际算出一 
个条件期望来却远远不是一件简单的事情.尽管如此，我们还是希望能在最简单的 
情况下给出条件期望的算法. 

最简单的情况自然是有限 a 代数的情况，即爹只包有有限个元素.在本小节中 
我们恒做这个假定. 

为搞清有限 a 代数的结构，我们引进原子的概念.这是一个十分简单的概念，远 
不如原子弹可怕. 

定义 12.3.1. 设五 6 沴，五 / 0. 若在 E 的所有真子集中，只有 0 6 %， 则 E 称为沴的 
原子. 
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我们有： 

命题 12.3.2. 设爹中每个非空集合均为它所包含的原子的并集. 

证明：设 A G 沒，首先证明 A 必包含一个原子.若 A 本身是原子，则定理己证; 
若 A 不是原子，存在 A 的真子集為同样地，為_要么是原子，此时定理己证；要 
么為 l 有一个真子集 A 2 G 淨；把这一程序继续下去，我们就可找到一列為_，乂 2 ，.... 
由于淨只有有限个元素，而诸 A 全是％的互不相同的元素，故这一程序必定会在有 
限步 设是第 r 步 时终止.这样， A 。 就必须是原子. 

现在，设迅，…， B m 是含 于 _ A 的所有原子，令 

B = U^ =1 B k . 

则 B c A 若 A - B / 0，则由前述道理，在 A - B 中必然存在一个原子，而这 
与 B ir .. ， 是含于 A 的所有原子矛盾，因此 A = R 完毕. 

现在可以计算条件期望了.设沒共有 n 个概率为正的原子，他们是 A ， …，人. 
我们有 

定理 12.3.3 •设/ G L 1 (多)，贝 1 J 

E[m] = j2adA, 其中洱：=_丑 [/U]. 

证咏由于 a G 淨，所以 G %于是只要证明 VA G 爹， 



由命题12.3.2,又只需证明 A 是原子时上式成立.但 A = A 时，上式两边的值显然都 
是/ 咖. 完毕 • 

§12.4 给定随机变量时的条件期望 

设/是随机变量，以 a (/) 记/产生的 a 代数 ，即： 

a(/) :={f~\B),Be^(R)}. 
i^ge L 1 ^), 定义给定 / 时的条件期望为 

E W\ = 五 [♦(/)]. 




由定理 6.2. 3,存在可测映射 w 使 


E [ g \ f ] = #(/)， 
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这启发我们定义“己知/ = r 时， p 的条件期望”为 

E [ g\f = r }= 

我们于是有： 

定理 12.4.1 .设 g e L 1 ^), /的分布函数为 F ， 则 

疒00 

E [ g ] = / E [ g\f = r } dF ( r ). 

J —oo 

证明： 

E [ g ]= E [ E [ g \ f ]] = E [^( f )] = ^( r ) dF ( r ) = E [ g\f = r ] dF ( r ). 

J — oo J —oo 

完毕. 

我们注意到，若 / 只取有限个值，即存在 r ; 6 R , 為 > 0, i = 1，... ， n , 诸 A 不 
交，使 

n 

/ = 

i=l 

而 

x = MA) > o 

则 a (/) 是有限 a 代数，于是 

又只在诸 r z 处有负荷所以 

E [ g ] = Y 1 / 為). 

x —1 

这样我们就回到了己经在初等概率论中熟悉了公式.特别当 P = 1 a , A G 多时，我 
们回到了全概率公式. 

为加深对这一公式的理解，我们来看一个简单的例子.设一个学校共有 n 个学 
生(用 叫表示 之)，分为 m 个系（自然 n > m ). 我们给这些系(数学、机械、…， ) 编号 
为 1,2,* • • , m ， 第 i 系的人数为叫（于是= n ). 设/定义为 

/(咕）= j ，若咕 G 第 j 系. 

设^为一与学生有关的数字(成绩、身高、为概率： 

P (⑴ i) = _， 
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则 


E [ g\f = j ] = - .玄] = — giuji ) — 

[J "(第 J 系） 以初系 」〜〜 

弟 J 糸 

g { coi )—= 第 j •系学生的平均水平 

n j 


全体学生的平均水平=五以= y 第 j 系学生的平均水平 x %. 

因此，学校在计算全校学生的平均水平时，并不需要傻算，而只需将每系的平均水 
平再加权平均就行了. 

§12.5 条件概率 

设 A G 多，给定％时 A 发生的条件概率定义为 

P{A\^) := E[l A \^'. 

既然条件期望涉及到“期望”二字，我们自然会想到它会不会是关于某种“条 
件概率”的积分呢？也就是说，是否存在一个二元函数尸 …, G A G 多，使 
得 Vcj, A 4 P ( cj ， A ) 为概率测度，而 VA G cj P(co,A) G 且对任意/ G 
仍多)有 

E[m}H = J f(u/)P(co ， du/)? 

上述的贫)自然是一个侯选对象.但这里必须非常小心.例如若 G 
多且不交，虽然有 


P{AU B \^) = P ( A \^) + P ( B \^) a . s ., 

但其中的例外集一般是依赖于 A 、 B 的.所以只有当多的元素为可数个时，我们才 
可以立即断言可找出公共的例外集.由于一般说来多很难保证只有可数个元素， 

所以我们并不能轻易地下结论这样的存在.实际上，一般说来它是不存在 
的.但我们有下面的 定理： 

定理 12.5.1 . 苦 CtAPolish 空河 , 多是其代数「由所有开集产生的 a 代数人爹是多的 
子 a 代数 . 则存在存在一个二元函数 P(a;,A),a; 使得 Vcj ， P(CJ,A ) 为 

概率测度，而 VA 6 多 ， CJ 4 P(cj,A) 且对任意 / G L 1 ( 多)有 

E [ m]H = [ f ( u /) P {^ du /) 



P (-, •) 称为关于爹的正则条件概率. 
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为了证明这个定理，也为了下一节讨论概率测度的弱收敛的需要，我们先研宄 
一下 Polish 空间上概率测度的几个基本性质 . 

设 SSPolish 空间，义是其上的 Borel 代数 . 

定义 12.52 设 P 是 (5 ； 义 ) 上的概率测度，则 P 是正则的，即对任意 A 6 义， 

P(A) = sup{P(i^)，K c A 且 iTf} (12.5.26) 

= inf{P(0), OD A 且 0 开 } (12.5.27) 

证明：先设 A = 5". 设 { ： ^ ，： 2： 2 , • • • } 为 5" 的稠密子集，令 

Auk ：= : p(x,X k ) < -}. 

n 


则 

^k^-nk ~ ^ V?7/. 


设 6 ： > 0. 对每一 n , 选心使 


P(U k k - =1 A nk ) > 1 - e2' 


k 


令 


B ：= U k k n =1 A nk 


则 s 是完全有界集，因而由 s 的完备性 ， K := 5是紧集且 


P(K C ) <Y^2 


—n 


e. 


现设 A 是闭集，则 K n A 是紧集且 


P{A) - P(K nA)< P(K C ) < s 


而如果令 

1 

An := {x : p{x ) A) < 

n 

W\A n ； A, 所以 

于是，令#表示义中满足 (12.5.26) 的集合全体，则#包含了所有闭集.容易验 
证#为 A - 类，因此由 A - 7 T 定理， 忍 =ST 

注 12.5.3. 这里完备性不能去掉， I Billingsley. 

为什么要研宄测度的正则性呢？这与下面的考虑有关. 

设<是代数，4是一紧集族， 是定义在 z = 0，1 所产生的代数 W 上的的非 
负有限可加的有限集函数.由测度扩张定理， / i 可扩张到«)上去的充要条件是 
它在 M ) 上是可列可加的.而这个可列可加性可以通过下面的结果得到. 
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引理 12.5.4. 若对任意 AgM )， 


fi ( A ) = sup {/ i ( i ^), K cA 且 K e M } 

则//在_上是可列可加的. 

证明：下面的证明的思想和构造 Lebesgue-Stieltj es 测度的思想是一样的，即用 
紧集的有限覆盖性质. 

令 

£^2 •= { A \ A c E S ^ i }. 

则<为一开集族且< c 因而 / i 在<上有定义.由于是代数，所以 

ji { A ) = inf {/ i (0), O D A 且 O G ^ 2 }, VA G M ). 


A n G M) 


A 


Ai. 


则对任意 iV 


N 


c A 


故 


N 


〉 ： 乂 n ) ^ 


所以 


> : "(A n ) < /^(^4) - 


下面证明反向不等式.对任意固定的 e > 0,找^中的集 O n D 九使 


^{O n ) < fi(A n ) + s2 n . 


再找 M 中的紧集 Kc A 使 
由于 

由有限覆盖定理，存在 iV 使得 


/^(^4) ^ + £ 


KC UZiO n , 
KC U^ = 1 O n . 
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因此 


从而 


N 


綱 $ 5 > 队 ) 


Z^(^4) ^ ^{On) + S 


< 


J 2^( A n ) 


2e 


令 e ^ 0就得到要证的不等式 . 

定理 12 . 5.1 的证明： 

任取 ^ 的一可数基，其生成的代数记为4 ) 。则也可数且 «) = 义.由尸的 
正则性，对每一乂 e 存在上升紧集列吏 

P(K n )^P(A). 

这样得到的集合全体 M 依然可数，记它们与生成的代数为 V ，则 W 也可数 . 对 A e 
< 任取的一等价形 A). 于是存在 P - 零集乂 6爹，使对 w 餐 M ， g(cj, •) 为 W 上 
非负有限可加集函数且 g —， 50 = 1 . 

若 A 6确，则存在 He M, A ：) U 吏 

P(K n ) t P(A) 


则 


lK n 个 1_A, CL.S. 


由条件期望的单调收敛定理，有 


q{u,K n ) t q(u;,A), a.s. 


所以存在 P- 零集 iV 2 使上式对 w 《 N 2 及 A e M) 成立 . 这样,由引理 12 . 5 . 4 , 对 w 穿 
A^i U A^ 2 , q(u;, •) 为 M) 上的测度，因而可扩张到义上 . 

任取淨上一概率测度 Q ， 定义 os, 义)上的函数 


P(u ， F) 


[q{oo, F), uj ^ Nil) N 2 

\ Q(F), cj G iVx U iV 2 


容易验证 p 满足定理中的所有要求 . 
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13 概率测度的弱收敛 

§13.1 定义及基本性质 

在关于积分号下取极限的诸多结果中，我们总是固定测度，而让被积函数变化. 
然而应用中往往还需要考虑固定被积函数，而让测度变化的情况.例如在初等概率 
论中我们知道，如果一列分布函数弱收敛到一个分布函数的话，那么相应的特征函 
数就是处处收敛的，反之也对. 

现在，代替 M ， 考虑一般的度量空间上的概率测度的弱收敛问题.设度量 
空间，记其上的 Borel 代数为潘. X 上的有界连续函数空间记为 

对 A C X , A 的内部记为闭包记为次边界记为化 4. 设 / i 是潘上测度，如 
果^(^4) = 0,则称 A 是//的连续集. 

定义 13.1.1. 设尸，巧,尸 2 ,…为( X ，潘)上的概率测度.若 

lim [ fdP n = [ fdP , V / G C b ( X ), 

J J 

则称弱收敛于 P ， 记为今 R 

由下面的命题，弱收敛的极限是唯一的. 

命题 13.1.2. ( X ,激)上的两个测度 P 与 Q 若满足 

Jf dP = J f d Q, v/ g a(x), 


则 P 三 Q. 


证明： 设 A 为一闭集，令 


fe ( X ) 


£>0, 


其中 

p ( x , A ) = inf { p ( x : y ) : y G ^l}, 


1 ， t = 0, 

= l i - ^ t ^ [o, i], 

o , t > 1. 


W \ f £ eC b { X ), f £ il A , We >0. 
在 
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，令由单调收敛定理得到 


P(A) = 綱 . 

因此 P 和 Q 在所有闭集上相等.再用单调类定理便完成了证明. 

像普通数列的收敛一样，我 们有： 

命题 13.1.3. 若序列的任意子列均包含一个弱收敛到 P 的子子列，则 
证明 :设/ ^则存在/ 6 C b (X), e > 0, 及一子列 00 ,使得 

I J f dP ~ J fdP nk \>e ， \/k. 

故在{仏}中不可能抽出弱收敛到 P 的子列. 证毕. 

下面是弱收敛概念的几种等价形式. 

定理 13.1.4. 下列说法等价/ 

( i ) P n 今 P. 

( ii ) limsup n P n ( A ) < P(A), V 闭集 A 
( in ) lim mi n P n (A) > P(A), V 开集 A . 

( iv ) lim n P n (A) = P(A), V P 的连续集 A . 

证叽 （ ii >( iii ) 是显然的，因为考虑余集 即可. 

( i )^( ii ) 设 A 闭， 尺由上 面定义.令 

A £ := {x : p(x) < e}. 


由于 A 闭,所以 ^ 0 时 4 4 A . 于是 

limsnpP n (A) < limsup f f £ dP n = limsup f f £ dP < P ( A £ ) ^ P(A), 6 ： 丄 0. 

n n J n J 

(ii)+(iii)^(iv) 设#为 A 的内部， Z 为 A 的闭包.则对于 P (反 4) = 0 有 

limsupP n (A) < limsupP n (A) < P ( A ) = P ( A ), 

n n 

\ immiP n ( A ) > liminfP n ( A °) > P ( A °) = P ( A ). 

n n 

所以 

\ imP n { A ) = P ( A ). 

n 

( iv )^( i ) 设 / 为 X 上有界连续函数， sup xGX \ f { x )\ < M .令 

D:={t: P(f = t)^0}. 
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则 D 为可数集.因此，对任意 e > 0,存在的 分割： 

—M = to < ti < 七 2 < …< tk = M ， 


使 h 名 D^rnaxi \ti — ti _ i \ < e . 

令 

Bi := {x : U-i < f(x) < U} = / _1 ([U)). 

由于 / 连续，故 /- 是开集，于是 

dB t c / _ 1 ({^_i}) C / _1 ({^}). 


所以 

从而 

伯 



故 


lim sup I 

n 



fdP\ < 2e. 


由 e 的任意性便得 


lim 

n 




o. 


证毕. 

往下我们需要 X 上的上、下半连续函数的概念.实函数/，如果满足对 : r 6 X 及 
任意序列‘ 4 x 均有 

f{x) < lim Mf(x n ) 




或 


f(x) > lim sup/(x n ), 

n 
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则分别称为下、上半连续的.它们又分别等价于对任意 a G R ， 集合 


{x : f { x ) < a ； 


或 

{x : f ( x ) > a } 

是闭集. 

一个有界的上半连续函数可由闭集的示性函数的线性组合下降地逼近.事实 
上，不妨设0 S f <1，令 


fn(x) :- 2 1 / 0 ) 42 - n ， 

k=0 

则九丄 /( x ), Vx G X . 同样地，有界的下半连续函数可由集的示性函数的线性 
组合上升地地逼近. 

现在我们可以叙述更多的等价条件. 

定理 13.1.5. 下面任何一个条件都和上定理中的条件等价. • 

( v ) 对任意有界一致连续函数/， 

lim J fdP n = J fdP . 

( m ) 对任意有界上半连续函数/， 

lim sup J fdP n < J fdP . 

( mi ) 对任意有界下半连续函数/， 

lim inf J fdP n > J fdP . 

证叽 显然⑴今 ( v )， 而在⑴今 ( ii ) 所用的函数 / n 均是一致连续的，所以⑺今 ( ii ). 

( vi ) 自然蕴含 ( ii ), 而用上面所说的逼近很容易证明 ( ii ) 今 ( vi ). 同样的道理, ( iii )<^>( vii ). 
证毕. 

注 13.1.6. 在 (5； 义)上的所有概率测度构成的空间中可定义一个与弱收敛等价的度 
量，且在此度量下该空间为 Pofo / i 空间.见"， Ch .2] 

我们现在转到 X = R 的特殊情形.回忆一下，对分布函数凡，如果对 F 的所 
有连续点： r 有凡 ㈤ 4 F ( X )， 则称凡弱收敛于我们在此记也为凡4尺 

而我们还知道，分布函数和 B 1 上的概率测度是-对应的. 

假设凡对应 P n ， F 对应那么这两种弱收敛有什么关系呢？ 

答案是： 
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定理 13.1.7. 


{F n ^ F} {P n 今 P —. 


证明： 设几今 P . 若 x 为 F 的连续点，则(- oc ， x ) 为 P 的连续集.因此 

limF n ( x ) = limP n ((— cx ), x )) = P ((— oo , x )) = F ( x ). 

n n 

反之，设 F n ^ F . 为此，只要证明对任意开集 A 有 

liminfP n (^) > P ( A ). 

n 

将 A 表为至多可数个两两不交的开区间的 并集： 

oo 

Ik，Ik = (ft/j；, b]^j . 

k=l 


固定 e > 0. 由于的不连续点至多是可数个,故对每一 A :， 可取均是其连续点的使 

CZ (^/ c 9 6/ c ) 且 


于是 


这样由 Fatou 引理就有 


^(4) < P(I ； k ) + 2- k e. 

\\mP n (r k )=P(K)>P(h)-2- k e. 

n 


lim inf P n (A) = liminf V" P n (4) 

n n { 」 

k 

> Y^liminf P n (4) 

k 

^ n 

k 

=E 棚 

k 

> 5^( P (4)-2-^) 

k 

=P{A) - s. 


由 e 的任意性便得 
证毕. 


liminfP n (^l) > P(A). 

n 


87 



§13.2 Skorohod 定理 

设⑴，多, Q ) 为概率空间， U 是其上随机变量，分别是其分布.设心4 
X a . s .. 如果 A 是开集，那么 


liminf 1^(^) > ^a{X). 

n 


因此由 Fatou 引理 

P(A) i f liminf lA(X n )dQ < liminf [ lA(X n )dQ = liminf P n (A). 

J n — n J n 

故 P n 4 P . 所以几乎处处收敛蕴含了其分布的弱收敛. 

反过来呢？反过来是不一定的.首先，分布在同一空间上的随机变量完全可以 
定义在不同的概率空间上,因此几乎处处收敛的便无从谈起.其次，即便它们都定 
义在同一个概率空间上，也非常可能不几乎处处收敛，这只要看下面的简单例子就 
可以了：设 X 为满足 

Q{^ = 1) = Q{^ = — i) = 2 

的随机变量，令 

x n = (- l) n x 

则」 p n 今 P ， 但;^几乎处处不收敛. 

如果有人争辩说，在上述例子中，可以找出子列几乎处处收敛到 X 的话，那我们 
还可以构造出简单的例子使得无法抽出子列收敛(习题). 

尽管如此， Skorohod 说了，上述命题在某种意义下还是可以反过来的. Skoro - 
hod 的结果证明很复杂，我们以下面的简单一点的结果为先导. 

以 Q 表单位区间[0,1]，多=激 1 n A Q 表多上的 Lebesgue 测度. 

定理 13.2.1. 对( X ,激)上的任意概率测度 P ， 存在定义在⑹，多， Q ) 上的随机变量，它 
以 P 为分布. 

注 13.2.2. 在本定理及下一定理中，完备性可以去掉，见严加安. 

证明：设 X 。：= {:^，％ • • • } 为 X 的稠密子集，令 

B u := {x : p(x,Xi) < 1 }. 

则义= U t B hl . 用通常的将一般的并化为不交并的办法，可以找出可数个两两不交 
的集合為^其中每一个都是 某个知 的子集 一一 于是每个如的直径都小于1 一一 ，使 
得 
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记 


：= {^-u i = 1 ， 2, • • • }• 

同样地，可以找到可数个集合 Md， 其中每个的直径小于 2 - 1 ， 使 

我们还可以进一步假定每个4都是某个4.的子集，因为这只要把4再进行分解 

3 

就可以做到.依次下去,对每一 A :， 可找到可数个集合其中每一个為 ^ 的直径 
均小于2^且是某个為的子集. 

相应于这些 { 為可对[0，1]作分解 

[0, 1] = hi 

% 

itQ ( hi ) = P ( A ki )K 

C Ikv} < > {-^4/c+l,w C ■A/^} ， Vfc, 16, V 

对每一 Ah , 取并固定一个 6 A H nx 0 . 作随机变量 

x k { uj ) = x ki , 若 CJ G 

则对任意 /c , 任意存在 j 使{不 > k}c A kj . 因而 

P { x h x 3 )< 2 -\ yi , j > k . 

所以 {xj 处处有有限的极限 

往证 X 的分布为 R 由弱极限的唯 一性， 这只需证為的分布弱收敛到 R 
对每一 /c , 对任意 ： r 6 X，存在唯一的 i 使 x G 将这一映射记为: r 4 40), 

则有 

p{x ) x^i k ^ x )) ^ 2 , Vx G X . 

设/为X上的有界连续函数，令 

fk(x) : =^2f(x ki )l Akx (x) = f(x kik{x) ). 


limf k (x) = /(x), \/x G X. 

k 


则 
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因此由控制收敛定理 



f(x)P k (dx) 


J f(X k )Q(dx) 

^2 f ( x ki ) Q ( I ki ) 

I 

^ j f(x ki )P(A ki ) 
f k (x)P(dx) 


f(x)P(dx) 





证毕. 

定理 13.2.3. 苦 P n 4 P ， 则在⑴，多， Q ) 上存在随机变量它们分别以仏及尸 
为分布且 lim n X n = X a . s " 

证明： 像上一定理那样构造 Ah , 只是附加要求每一均是连 续集： 这是可 
以做到的，因为对任意 ： r 6 X , r 的单调上升函数尸(切： p ( x ， y ) < r }) 只有可数个间 
断点，而但凡 r 是其连续点 ，切： p ( x ， y ) < r } 就是 P 的连续集.又注意到下面的 事实： 

两个连续集的交集仍是连续集，因为我们一般地有 WAnB ) C { dA)n idB ). 

对每一仏做同样的事情.但多做以下的事情:对每一 fc ， 在 排列队 1丨的分解心及时， 
按指标 Z 递增的顺序自左至右排列. 

这样我们得到 X # -> X n , X # 4 X 的分布分别是仏及且 

p(X n ^X n ) <2~\ p(X 0 ， k ,X) <2- k . 

由于 

^^(P(Aki) — P n (Aki)) = 0, 

参 

I 

所以 


E 雛)-碰 )i = 5^| p (^)- p n (^)i 
• # 

% % 

/ 

= 2 — p n { Aki )) 

% 

= 2^( P (^ Z )- P n (^)) + 

I 

其中 t 表示对非负项求和.注意為^是尸的连续集，因此由控制收敛定理得 

lim^|Q(4,)-Q(4")l=0. 

n ^ 
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于是更有对任意 u 


1^5(^) — Q n {hi)\ — o. 

n ^ 

i<u 

固定 A:，％ 设 a，a n 分别是//^及/【的左端点，则 

^ = V" Q{hi) = lim V" Q(Iki) = lima n . 

^ n ^ n 

i<u i〈u 

因此若 CJ 6 仏，则当 n 充分大时， CJ G { I ^)°. 于是有 

p ( X ( cj ) 1 X n ( uj ))<2 1 -\ 

所以若不是任何一个心的端点，必有 

limX n ( uj ) = X ( cj ). 

n 

其余所有的端点是一可数集,因而其 Lebesgue 测度为零.这样就完成了证明. 
Skorohod 的这个定理有许多用处.我们来看几个它的直接 推论： 

推论 13.2.4. 是取值于(X，潘)的随机变量以定义在不同的概率空间上人 

X n 今X，则存在概率空间⑹，多, P ) 及定义在其上的，分别与同分布的随机 
变量使得 lim n F n = 7 a . s " 

再设⑸，只)与伤,义 2 )是两个完备可分度量空间，仏, P 是(屯只)上的概率测 
度.设/ : 4 5^2为 〆 l / 义2可测.用 D / 表不/的不连续点. 

推论 13.2.5. 苦 P n 4 PJLP ( Df ) = 0, 则 P n /- 1 今 Pf - 1 . 

推论 13.2.6. 设 X n 今 X 且 G D f ) = 0, 则 /(X n ) 今 f ( X ). 

推论 13.2.7. 设 X n 今 X ，贝 |J 


E[\X\] < limini E[\X n \]. 

n 

推论 13.2.8. 设 X n 今义且义。一致可积，则X—致可积且 

\imE\Xn] = E\X . 

• Lb ■ 

n 


§13.3 Prohorov 定理 

设 SSPolish 空间，义是 SO ： 的 Borel 代数.考虑义)上的概率测度.我们下面 
一个问题是：什么样的概率测度序列有弱收敛的子列？或者说，在弱收敛的意义下 
是相对紧的(以下简称相对紧)？ 

回答这个问题的是 Prohorov . 为此我们先引进胎紧性的概念. 
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定义 13.3.1. (5； 义)上的概率测度 P 称为胎紧的，若对任意 e > 0, 存在紧集 K ， 使得 

P(K) >l-s. 

回忆一个集合如果能写成一列紧集的并集，则称为 a 紧.这样由定义直接得 
到，当且仅当一个测度被一个 a 紧集所支撑时，它是胎紧的. 

因此，如果 S 本身是 a 紧的(例如就是如此)，则其上的任意概率测度都是胎紧 
的.一般地，我们有下面的 

定理 13.3.2. 相对紧的充要条 件是： 它是胎紧的. 

这个定理现在有很简洁的证明.但为了避免使用一些拓扑学和泛函分析的深 
刻结果，我们这里选用一个更初等然而也更直接，更测度论的证明. 

定理的证明 :胎紧 O 相对紧. 

⑴设^ = R 1 . 由于概率测度序列的弱收敛等价于相应的分布函数的弱收敛加 
上极限函数是分布函数，故首先由 Helly 第一定理得到有子序列弱收敛，然后又由胎 
紧性得到极限函数确实是分布函数. 

( II ) 设 S = R ' 此时的证明与 R 1 几乎一样，留作练习. 

( III ) 5 = R °°. 这里 


R °° := x i 〔叫， 


phy ) = 

k 

在这个度量下 R °° 显然是完备可分的，且 




定义 

n k :R°° ^R k : • •)) = ，： r/J. 

则 M 是连续映射，故由推论 13.2.5, 潘为上的概率测度族是胎紧的，故 

存在 ( R fc ， 潘上的概率测度 Q , 及子列使 

Pkn 71 ; 1 4 Qk. 

由对角线方法，可抽出公共的子列使 


Pn ^ k Y Qk, yk. 

显然 {QU 满足 Kolmogorov 相容性定理的条件，因而在 (5； 义)上存在概率测度 Q 使 
得 

Q^k = Qk) Vfc. 
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于是 


Pn'^k 1 QtT/c, VA：. 


现在证明 


P n f Q. 


丨为 R °° 的稠密子集 O c R °° 为开集，则 O 可表示为 


0 = U^A 


其中每个為都具有形状 




7 T 


i \ B x ) 


而战 C 心可表示为 




{Oi ， … ，而 ) 


Xk — x^ k \ < Si : \/k < i}. 


其中 q > 0 且荩为 仏的连 续集.这样 


Pn'^i 1 {B i ) Qi(Bi). 

设 £： > 0. 选 m 使得 

Q (0)< Q ( ur =1 A ) + e 
由于 7 r m ( U ^ A ^ Q m 的连续集，故有 

Q ( O )-^ < Q ( U ^ A ) 

< Qm^rn ^T=l A i) 

n’ 

< lim inf P ri /( U ^ 1 A ) 

n’ 

=lim inf P n /(0). 

n’ 

4, 0 便完成了证明. 

( IV ) 对一 般的& 我们需要下面的拓扑结果 • 

引理 13.3.3. S 同胚于 R °° 的某个 5 oreZ 集. 


实际上可证明更强的结果: S 同胚于[0, 1] 00 的某个 G 集.见 Rogers and Williams . 
设八胎紧，令 

Qn = Pnh- 1 . 

由于 / i 连续，故^中紧集在下的像为中的紧集，于是台紧.因此存在 Q 使得(不 
妨设)^ Q . 又对任意 e > 0，存在 S 中的紧集 K 使得 

Pn ( K ) >1 ~S 
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所以 R °° 中的紧集/1(尺)使得 
故 
所以 
于是令 


则 P 为*5上的概率测度且 


Q n {h{K)) >1 — 6 ： 
Q(h(K)) >l-s. 
Q(h(S)) = 1 . 


P = Qh 
Pn => P- 


(用推论 13.2.5). 至此定理证毕. 


注 13.3.4. 证明中没有用到完备性.而用所谓 a 紧集过渡，也可去掉可分性的限制， 
I Billingsley. 


§13.4 空间 C 
§13.5 空间 D 

14 独立性 

在初等概率论里面我们已经接触过两个或一般地有限个随机变量间的独立性 
的概念，这个概念可以归纳进下面所讲的 a 代数间的独立性中. 

设概率空间为 ㈨ ，多， 

定义 14.0.1. 设釣，爲是多的子 a 代数，若 

9 i ^ g 2 G L 2 (淨 2 ), E [ gi ] = E [ g 2 } = 0 五 [仍仍] = 0, (14.0.28) 

则称為与％是独立的. 

设匕，是两个随机变量.若7(匕)， a (^ 2 ) 是独立的，则称心，心是独立的. 

命题 14.0.2. 下面五个条件都是為，為独立的充要条件是 

91 e L 2 m g 2 e L 2 脚4 E [ g l92 } = E [ gi } E [ g 2 }; 
ii) 

gie g 2 e L °°(^ 2 ) E [ 9 l g 2 ] = 所仍刚; 
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m) G A 2 E ^ t 


P(A 1 A 2 ) = P(A 1 )P(A 2 ). 

iv ) 

geL 1 ^)^ E [ g \^ 2 ] = E [ g }. 

V ) 

91 ^ 92 e L \%) g l92 G L 1 (多） JLE [ gi g 2 ]= 研仍岡 仍]; 

证明： 

i ) 14.0.28 是明显的； 14.0.28 二今 i ) 只要用仍 — 五[%]代替仍 即可. 

i ) 4 n ) 也是明显的； n ) =# 0用老一套，即用一个函数的截尾逼近它自己. 

ii ) =^> in ) 还是明显的；紐 ） =今 ii ) 用控制收敛定理. 

v ) 自然蕴涵 ii ); 为证明 ii ) 蕴涵 v )， 假定仍，仍都是非负的(一般情况可分为正部 
与负邰讨论).此时有 ，取 n G !/°° 使分 1;n 个仍 ，分 2 , n 个分 2. 由 2 ) 知等式先对 ^ i ， n ，取 几成 
立，再由单调收敛定理得到对仍 ，仍 成立. 

最后，用定理 12.2.2, 有 Hi ) Hv ). 完毕. 

这个定理的一个直接推论是，这里给出的随机变量的独立性的定义与本科教 
材中的定义是一致的. 

对于多个的情形，独立性的定 义是： 

定义 14.0.3. 设見1 S i S n 为多的 n 个子 a 代数 ，丑 G {1，…， n }， 令 

: = a{^i G H }. 

制 H , &与％ c 独立，则称濟，1 $ i $ n 相互独立. 

又设 J 是任一指标集 ， G J 为多的 n 个子 a 代数，若对 J 的任意有限子集尺， 
G iH 虫立，则称涿 , i 6 I 独立. 

从命题 14.0.2 出发，用归纳法不难 证明： 

命题 14.0.4. 下面三条件都是负，…独立的充要条件是 

i ) 

n n n 

ga L 1 ^)^ Y[ 9l e L 1 (多) 且五[[]仿] = 11别仿]; 

i=l i=l i=l 

ii ) 

n n 

gi ^ (鴻) ⑷ [ n 仿卜 

i=l i=l 

in ) \JAi G t 

n 
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15 鞅 


§15.1 定义及基本性质 

设风多， P ) 是概率空间， &，i = 1，2,…是其上的中心(即丑⑸= 0) 独立随机 
变量序列，令 

n 

Sn ：= 

i=l 

麥 n '= 1 < ^ < n }, 

则有 


E\S n ^n-l 


E[S n -\ + ^n\^n] = E[S n -i\^ n -i] + E[^\^ n -\ 


Sn -1- 


从这个不等式出发，我们就得到鞅的概念. 

定理 15.1.1. 设多 " n 是多的一列上升的子 a 代数序列， Vn ， M n G L 1 (多)且 
若 

E[M n+ i\^ n ] = M n) 

则 { M n ，n > 1} 称为鞅 .制 n ， M n e L' 则称为局部鞅；若还有 sup n || M n || < 00 , 
则称为鞅. 


命题 15.1.2. 设 { M n , n 之 1} 称为鞅，则 Vm > n ，有 


E 



m 


麥 n 



证明：设 m = n + p ， 则 


E[M n+v \^ n _ 



^ n + p —1 


多 n 


E 



n+p— 1 


多 n 


E [ M n+ i 



完毕. 

§15.2 L 2 鞅 

由于 L 2 为 Hilbert 空间，因此 L 2 鞅处理起来是比较方便的.首先我们有下面的 
“能量等式” 


命题1 5 . 2 丄设 { M n ，多4为局部[ 2 鞅，则 Vm > n 有 

m 

E[M 2 J - E[M 2 n\ = ^^[(M m -M z ) 2 

i=n 
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证明：只需在 m = n + l 时证明.但此时由于 


E[M n M n+ i] = E[E[M n M n+ i\^ n ]] = E[M n E[M n+ i\^ n ]] = E[M^]^ 

故 

右边 = E\M 2 n - 2M n M n+1 + M^ +1 ] = E[M^ +1 ] - E[M^] = 左边. 

完毕. 

由于上式右边非负，故有 

推论 I 5 . 2 . 2 .设 { M n ，^} 为局部 L 2 鞅，则 E [ M =] 是单调上升的序列；它还是1 2 鞅， 

则 lim ^ oo 五 [ Mj ] 存在. 

又由于将一个鞅抽掉若干项后，它仍然是鞅，故又有 
推论 15.2.3. 设 {714,^} 为局部 L 2 鞅，则 Vm > n 有 

E[Ml\ - E[Mn) = E[{M m - M n f], 

记 

多‘•二 ( y {^ n,n > 1}, 

关于 L 2 鞅我们有下面重要的 

定理 I 5 . 2 . 4 .「结构定理）设 { M n ，多 ' n }* L 2 鞅，则存在 I 6 L 2 ( D 使 

(i) \\M n — Mqo || 2 4 0，. 

(ii) M n = E^MooU]. 

- Mi ) 2 < oo a . s " 

反之，设見是任意上升的多的子 a 代数序列，武 c := cr {^ n , n > 1 } ? /G L 2 D . 

令 

N n :=E[f\^ n ). 

则{队,％}是 L 2 鞅且 

\\ N n — /|| ^ 0. 

证明： 因为别单调上升而又有上界，故有有限的极限，因而是 Cauchy 列.再 
由 

知714是 L 2 (多)中的 Cauchy 列. 由于 L 2 (多)是完备的，故有 I G L 2 (多)使在 L 2 (多)中 -> 
Mm. 又因为存在1的子列几乎处处收敛到 l， ，故 Mm G 多00,因而 l 6 
L 2 [ D . ⑴得证. 
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又根据鞅性和条件期望的连续性，有 

M n = E [ M n+k \^ n ] = lim E [ M n+k \^ n ] == E[lim M n+k \^ n ] = E \ Mj \ 3 ^ n 

k^oo k^oo 

( ii ) 得证. 

至于 ( iii ), 由命题 15.2.1 

OO 

- Mi ) 2 } = supE [ M ^] - E [ M X 2 ] < oo , 

i=i n 

所以 ( iii ) 成立. 

反之，由于 Vn , 有 


E[N n ^ n ] = E[E[f\^ n+1 }\^ n ] = E[f\^ n ] = N ni 

所以 iV n 是鞅.又 

E[N 2 n ] = E[(E[m n }) 2 } < E[E[f\%}} = E[f% 

所以队是 L 2 鞅.于是由己证明的第一部分知存在 iVoo e L 2 (%) 使在 L 2 d ) 中队4 
HN n = ElN ^ n ). 下面证明 AL = /• 

我们只需证明： VGet 有 



令 f 是使此等式成立的沒 oo 中的元素全体，则 f 为单调类.而 Vn , VG 6 %，有 

[ N oc dP = [ N n dP = [ fdP , 

Jg Jg Jg 

所以 f 由于馬是上升的，故 Ufd % 是代数.这样由单调类定理便有6 = 

^ oo . 完毕. 

§15.3 L 1 鞅 

比起 L 2 鞅的理论， L 1 鞅要复杂得多.为研宄他们我们需要 停时的 概念. 

定理 15.3.1. 设{八}是多的递增子 a 代数列， T 是 Omega 上 取正整数值的函数.若 Vn ， 
有 

{cj,T(cj) > n] =： A T ^n ^ ^n, 

或，等价地， 

{cj,T(cj) = n] =： Ar，n G 


则称 r 为停时. 
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所谓停时，它的直观解释是：若把 T 看成某个事件发生的时刻，则此时刻现在 
是否到来，凭到现在为止掌握的信息即可做出判断. 

例如，一个人第一次结婚的时刻是停时，但最后一次结婚的时刻就不是停时. 

命题 15.3.2. 设 T 2 是停时，则 


T s ：= T, A T 2 


也为停时. 

证明： 

{r 3 > n} = {Ti > n} n {T 2 > n}. 


完毕. 

定理 15.3.3. 设是鞅， r 是停时.令 



T 

n 


㈣ ： 



T(cj)An(^) - 


则为鞅，称为截尾鞅. 
证明:我们有 


n—1 



T 

n 


- Mi)lA Ti + Ml 


I 


上式右边的每个函数都关于多 n 可测，因而左边关于义可测.而 


n—1 


E [ Mn + l 


多 n 


( 风 +1 — Mi)lj\ Ti + Ml + E[(M n+ i — M n )lA Tn \^n. 


n—1 


( 风 +i - Mi)lA Ti + Mi + E[(M n+ i — M n )\^ n ]lA T 


n 


n—1 


Y J {M l+l -M i )l ATx +M l 



T 

n 


因此是鞅.完毕. 

利用 Doob 停止定理可以得到也是属于 Doob 的鞅的极大不等式.我们先引进记 


号: 



氺 • 

n • 


sup Mi 


l<i<n 


M* := sup \Mi 

i>l 


lim 

n^oo 



n. 


我们有 
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定理 15.3.4. 设凡为鞅，则 V7 > 0,有 


及 

⑹ 

证明：令 


P(M ： > 7 )< -[E{\M n \) + 五 ( 恥 I)]， Vn 

7 

P(M* > 7 ) < -supE(|M n |). 

"7 n 

A 1 ! := {u : supM^cj) > 7}, 

i<n 


则 r < n 且 


TV ) 


inf{i : > 7} if a; G ^ 

n if uj ^ 


{uj : T { uj ) > j } = Ui < j{co : < 7 } G 若 j . < n , 

而 

{uj : T { u ) > n } = 0. 

因而 r 是停时.以记其 r - 截尾鞅，则由于 Mf = ，故 

攀工]=聊. 

而 

= E[M^l {T<n} ] + E[M^l {T=n} ]. 

由于在{了 < n } 上大于等于 7 ,在 = n } 上等于 K ， 所以 

E[M^\ — E[M n l{T=n}} — > 7-E[l{T<n}] = 7-P(^7 n ). 

于是更有 

别 MflH 别 M n |]. 

考虑 _i\4 同样可得 

7 P ( sup [- M 2 ] > 7 )< 丑 [ Kl ] + 寧 』• 

i<n 

上面两式相加就得到⑴.再注意 w > 0 , 


{M* > 7} C lim {M* > 7 — 

n—>-cx) , 


所以 


P(M* > 7) ^ lini P(M* > 7 — ^) ^ 

/ n-^oo 1 


4 

7 — ^ 


sup£j M n 1， 


由^的任意性得到完毕. 

下面讨论 L 1 鞅的收敛性.先给出 
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定义 15.3.5. 设 {M n ，多 ' n } 为鞅. 若存在 Mm 6 Pd) 使 


M n = E[f\^ n } ) 

则称 {M n ，多 ' n } 为正则鞅， Mm 称为714的终值. 

对于正则鞅我们有如下的 

定理 15.3.6. 「收敛定理」设 { M n ，多^}为正则鞅，终值为1.贝 ij 

lim \\M n - M^Hi = 0. 

n—>OC 

且 

lim M n = a.s" 

n-^oo 

证明： 取 iV m 6 L 2 d ) 使 IH - = 0 .令 

= E[N m \^ n }. 

则 Vm , { M^jU > 1} 为 L 2 鞅且 

lim ||ilC-iV m || 2 = 0. 

n-^oo 

但我们有 

\\M n — Mqo|| i ^ \\M n — M^\\i + ||M: - iV m ||i + ||iV m - Mqo|| i 

< IlMoo-AUk + llAC-AUk + llHoolli 

< 2||M 00 -iV m || 1 + ||M^-iV m || 2 . 

先令 n 4 oc 再令 m 4 oc 即得 

lim \\M n - M^Hi = 0. 

n-^oc 

再证几乎处处收敛性 . 令 

Pi((j) := sup \M n {u) - 

n>i 

贝 lj 只需证明 = 0 .令 

/3(cj) := lim /3(u). 

i-^oo 1 7 



由于 
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关于多 n + i 为鞅，故 V 7 > 0, 


> 7 ) < -sup||X ； ||i. 

"7 n 

但 

參 

lim sup ||X r z J|i = lim sup ||M n+ ^ — M n ||i = 0, 

% ~^00 几 x~y 00 yi 

所以 

lim P(/ 3 i > 7) = 0. 

2—>00 

由于馬下降到 /?, 故 

P (/3 > 7) = lim P(/ 3 i > 7) = 0. 

i-^oo 

因而人1几乎处处收敛.由于在 L 1 中 M n 4 Moo , 所以完毕. 

现在研宄 L 1 鞅的收敛性.我们先引进停止 a 代数的概念. 

定义 15.3.7. 设 T 是停时，令 

!= {£/ G - E Pi \T ^ 77-} G V ?7-}, 

或者等价地 

•= {E G ^00 : E n {T = n} G Vn}, 

称为停止于 r 的 a 代数. 

读者自己容易看出这两个条件的确是等价的.这里的直观解 释是： &包含 
到 t 时刻为止的所有信息.例如，若 r 表示第一次生病住院的时刻，则多 T 的意 思是: 
在 n 时刻或之前住院的人的直到 n 时刻为止的所有情况. 

命题 15.3.8. irin ， X n J n ， T 为停时，则 X T 6 多 T . 

证明： V 5 GR , 

{X T eB} = UZi({T = n}n {X n G 5 } G ^ T . 

完毕. 

命题 15.3.9. 设 a, r 为两停时且 a $ t ， 则多 ^ C 多 " T . 

证明: Vn, 我们有 

E H {t = n} = E H {a < n} H {r = n} E ^ n . 


完毕. 
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定理 15.3.10. 停止定理」若 { M^n 之 1} 为鞅， a, t 为有界停时且 a $ t ， 则 

M a = E[X T \^ a }. 

证明：先设 cr < t < N,t — ( j <1. 则对五 G 式 j , 则 VA : = 1 ，…， n — 1，有 
E C \ {a = k } H {r = k + 1} = E H {a = k } H {r > k } E 多]^ 


所以 


M t dP 



/ M T dP + J 2 I M T dP 

k = i 」 En{a=k}n{r=k} JEn{a=k}n{r=k-\-l} 

n 

YJ M k dP + Yj M k+1 dP 

/c=l ^En{a=k}n{r=k} & =1 JEn{a=k}n{r=k+1} 

n 

YJ M k dP + Yj M k dP 

/c=l ^En{a=k}n{r=k} & =1 J Er\{o-=k}n{r=k+l} 

n 

Yj M k dP 

JEn{a=k} 


M s dP . 


E 


一般地，令 

Tk = r \/ (a + k)^ A: = 0,1，…， n — 1. 

则 7^ 均是停时 ， (T = Tq < Ti < • • • < T n = T , 且 Tfc — T k -l < 1. 于是 

E[M r \^ a ] = E[E[M T \^ Tn _ 1 ]\^ s } = E[M Tn — 」見 ] =• • • = M a . 


完毕. 

下面我们要考虑一般的(未必是 L 2 ) 鞅收敛性问题.这里要用到下面的 思想: 
设‘是有界一数列， a ， 6是两实数且 a < 6.记 

Ui = min{n : x n < a }; 
ri2 = min{n > n \ \ x n > b }] 


几 2 / c+i = min{n > n 2k : x n < a }; 

n 2 k+2 = min{n > n 2k +i : x n > b }] 

这里我们约定 min 0 = oo . 这样在〜到 n 2 之间， ‘ 从下到上穿越了丨 a ，6] —次;在 n 2 到 n 3 之 
间，: 2 ^从上到下穿越了 [ a ，6] —次.若： r n 收敛,则 Va < 6,必有使 77 ^ Q = 00 ,即只能 
穿越 taj 有限次;反之,若:^不收敛，则存在两个子 列知, 分别收敛到不同的极限， 
设他们分别是 a 与 6. 不妨设 a < 6. 于是: r n 必须穿越区间 [a + 讲 一 a )，6- - a )] 无 
穷次.于是我们得到 
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命题 15.3.11. 设:^是有界一数列，则‘收敛的充要条 件是‘ 穿越任何有限区间的 
次数都是有限的， • 这又等价于，: r n 穿越任何以有理数为端点的有限区间的次数都是 
有限的. 

我们将用这命题来研宄鞅的收敛性.对鞅令 

^0 = 0 ; 

丁 1 = min{n : M n < a }; 
r 2 = min{n > T \ : M n > b }] 


r 2 / c+i = min{n > r 2 k : M n < a }; 
n 2k+2 = min{n > r 2 k+i : M n > b}] 

则诸％为停时.再令 

[/ m ( a , b) := max { A : : 丁 2 k S m }. 

则为随机变量. 

命题 15.3.12. 我们有 

E [/ m (a, b)] < (b — a) 1 E[(M m — a) + — (Xq — a)+]. 

为证明此命题，我们需要下鞅的概念. 

定义 15.3.13. 设 { X n ， n 之 1} 是随机变量序列，6 L 1 (多 ' n )， Vn . 若 

E[X n+1 \^ n ] > X n , Vn , 

则称下鞅. 

鞅当然是下鞅了.注意从平均的角度来看，下鞅是上升的而非下降的，因此下 
鞅这个名称似乎有点怪怪的.但大家现在都习惯这样叫了.习惯的势力总是强大 
的. 

由关于条件期望的 Jensen 不等式，有 

命题1 5 . 3 .1 4 .设 { X n , n 之 1} 为 下鞅. 若0是凸函数且 Vn，WXd 可积，则 {0( X n )，n 2 
1} 为下鞅. 
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注意对凸函数 0 Or ) = | x |， x +， 上述命题是永远可以用的；但对于诸如 0 Or ) = 
| x |^, p> 1之类的凸函数，使用此命题前就必须先验证可积性. 

和关于鞅的停止定理 15.3.10 —样，我们有下面的结果，其证明就略去了. 

定理 15.3.15. 若 { X n ， n 之 1} 为下鞅， a , r 为有界停时且 a $ r ， 则 

X a < E\X r . 

■ ■ 

命题 15.3.12 的 证明： 

证明： 令 X n = { M n - a ) + , 则凡上穿 ( a ，6) 的次数等于 X n 上穿 (0,6 — a ) 的次数. 
即 

U m (X, 0, 6 - a) = a, b). 

再令 4 := V m , 则 2 A : > m 时有 

2k 

Xm-X 0 = ^(X T ， -X T； _ 

n=l 
k 

= 

n=l 

所以 

k k—1 

E[X m ]-E[X 0 ] = - X rL J] + ^ E[(X tL+i - X T J] 

n=l n=0 

參 

上式中自然有 5^ =1 Pq n _ X Tk i ) 2 (b - a ) U m ( X ， b - a ) = (b - a ) U m ( M ， a , b ). 要 
小心的是第二个 期望： 盧然 X T2n+1 -X 丁 2 n < a - b <0, 但未必有 X Tk+i - X r . n < 0. 
相反，由命题 15.3.14 及定理 15.3.15, 有 几 n 

E\X t ' -X t ' 1 > 0. 

r 2n+l 丁 2n 」 一 

这样我们就得到 

E[X m ] - E[X 0 ] >(b- a)E[[/ m (M,a, 6)], 

命题得证.完毕. 

现在我们可以证明 

定理 15.3.16. 若 { M n , n 》 1} 为 L 1 鞅，则存在 1 6 L'D 使 1 M n 



a . s .. 
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证明： 以 Q 表示全体有理数的集合.令 

E : = {cj :彐 r , s 6 Q , r < s ， 使 t / oo ( r , s)(cu) = 00 } 

= u r ，虼 q {cj : t / oo ( r , s )( uj ) = 00 }. 

我们先证 P (五 ）= 0. 为此只需要证明 Vrj G R , Vn , 有 

ElU ^ r . s )} < 00 (*). 

但由刚刚证明的命题，对任意 m 有 

E[U m {r,s)] < (r - s )- 1 sup || M n || i . 

n 

令 m 4 00 , 由单调收敛定理就得到⑺，因而= 0 ,于是 
乎处处存在.再由 Fatmi 引理便知6 L 1 • 完毕. 

要注意的是,尽管此定理断言了极限的几乎处处存在性和可积性，却并没有714是 
正则鞅即说久].事实上，这一般是不成 立的： 人们己经构造了这样 
的 L 1 鞅，它非零，然而几乎处处收敛到零. 

要使 M n = 必须付出代价. 

定理 15.3.17. 设 {M n ,n 之 1} 为 L 1 鞅， M n , a.s" 则下列条件等价： 

(%) {M n) n > 1} 为正则鞅； 

(ii) M n — 致可权 ; 

(iii) \\M n - Moolli = 0. 

为证明它，我们下面的准备 工作： 


定义 15.3.18. 若随机变量族 G 满足 

lim sup / \ fi \ dP = 0, 

㈠ 。0 J\h\>c 

则称为一致可积族. 

一致可积族的概念和我们以前学的积分一致绝对连续有密切的关系.这就是 

命题 15.3.19. 随机变量族{九纟 e —致可积的充要条 件是， 其积分有界且一致绝 
对连续. 

证明： 必要性.设 {九 z G 0 —致可积，于是存在 M > 0 使 

sup [ \ fi \ dP < 1. 

^ J\h\>M 
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因此 


sup J \ fi \ dP <1 + M , 
即积分是有界的. 又价 > 0 , 有 c > 0 使 

sup [ \ fi \ dP <- 
i J\h\>c • 

再取 6 := ^ 1 ,则 S 那寸有 


sup / \ fi \ dP = sup / \ fi \ dP + sup / \ fi \ dP 

i Jf i JFn{\h\<c} i JFn{\f z \>c} 

< CP ( F ) + sup [ \ f t \ dP 

i h\h\>c} 

< 2s. 


积分的一致绝对连续性得证. 

充分性.设积分有界且一致绝对连续，则於 > 0,存在5 > 0使5时 


sup / fi dP < e . 
i J F 

由于 c > 5- 1 supi 五 [ I /』 时有(由 Chebushev 不等式) 


因而此时 


故一致可积.完毕. 


supP (|/^| > c ) < 5, 

I 

sup f \ fi \ dP < e . 
i h\h\>c} 


引理 15.3.20 •设 / G L 1 ， J 是任意指标集， G /} 是多的子 a 代数族. 令力 
E [ f \^ x }, M{hie 是一致可积的. 


我们需要一个预备结果. 

引理 15.3.20 的证明：於 > 0,由积分的绝对连续性，知存在6 > 0使< 那寸 



Ma = 则由 Chebyshev 不等式有 


P (|/| > a ) < S . 
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3 而 


dP < s. 


再取 iV e = e ^ aEWfW , 则当 iV > %时就有 

[ \fi\ dP < [ l/l dP 

^ m > N } ^ m > N } 

< aP(\f t \>N)+ [ |/| dP 

< aN^EWUW+s 

— E E — 2jS. 

完毕. 

定理的 证明： ( i )=^( ii ): 由正则鞅的定义，有 M n = ElM ^ n }. 于是由引 
理 { M n ，n 2 1} —致可积. 

( ii ) =^>( iii )： 由积分的收敛定理. 

( iii ) =^>( i ): Vn 有 

M n = lim E [ M m \^ n ] = E \ M^\^ n . 

m—>oo 

完毕. 

§15.4 应用： Radon-Nikodym 定理 

设 / 是 [0，1] 上的绝对连续函数.由实变函数论， 尸关于 Lebesgue 测度几乎处处 
存在且 



设///是/产生的 Lebesgue-Stieltje 测度.从上式出发，用单调类定理容易证明，对任 
意 Lebesgue 可测集 A 均有 

Pf(A) = [ f dt. 

J A 

下面我们要将这个结果推广到一般的概率空间. 

首先需要推广的是绝对连续的概念. 

定义 15.4.1. 设⑹，多， P ) 是概率空间， Q 是多上的有限测度.若 

P { A ) = 0=^ Q ( A ) = 0， VA G 
则称 g 关于 p 绝对连续.记为 g < p . 

绝对连续性的这种定义表面上看来似乎和函数的绝对连续性的定义不太一样. 
但事实上我们有 
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命题 15.4.2. Q S P 的充要条件是. • Ve > 0, M > 0,使 

P(A) <S=^ Q(A) < s. (*) 

证明：充分性是显然的，只需证必要性. 

若 (*) 不成立，则存在 q > 0,使 VA : > 0, 34 G 多满足 

P(A k ) < 2~ k 



于是，令 


则有 



Q(^-k) ^ ^o* 


A := lim sup A k = A k . 

k 


P { A ) 


lim P(UZ n A k ) < 

n—>oo 


lim 

n—>oo 


E 2 


k 



Q(A) = lim Q{U^ =n A k ) > s 0 . 

n—>-(X) 


因此 g 不关于尸绝对连续. 

本小节中，我们将假定⑹，多，是可分概率空间.所谓可分性是指： 

定义 15.4.3. 设⑹，多, P ) 是概率空间.若 L 1 ⑹，多， P ) 是可分的〈即 L 1 有一个稠密子 
集 {fn ， n> 1 })， 则称 ㈨ ，多, P ) 是可分的. 

当然不是所有的概率空间都是可分的，因此可分性实实在在是一个限制条件. 
但这个条件又是如此 之弱： 在通常的应用中它总是满足的. 

我们有： 

命题 15.4.4. ⑴，多,是可分概率空间的充要条 件是： 存在多的上升的有限 CT 子代 
数列 {^，n 2 1} 使对任意/ 6 L 1 有 

/ = lim E[f\^ n ].a.s., (*) 

n—>oo 

或等价地 

/= lim E[f\^ n ] (L 1 ). ㈣ 

n^oo 

此时称 { f n ,n > 1} P - 生成多. 
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证明：首先注意由于 I 五 L / m ， 2 U 是一致可积鞅，因此(*)与(**)确实是等 
价的 • 

先证明必要性.设 ㈨ ，多,是可分概率空间，则存在 L 1 的稠密子集 |/ n ,n > 
1}. 再用简单函数逼近每个知存在可数个简单函数切 n ，n 2 1} 在 L 1 中稠密. 

令 

：= a{g u 1 <i<n}. 

则{多 n，n 2 1} 为上升的有限 a 代数列.由正则鞅的收敛定理, Vm 有 



lim E[g m \^ n 

n—>-oc 


设 / G L 1 . Ve > 0,取 m 使 



< 5. 


再取#使71 > iV 时有 


Win > iV 时, 


gm ~ Elgml^n] ||i <6. 


11/ — ^![f\^n} ||l < 11/ — 9m\\l + \\gm ~ E[g m \^ n ] ||l + H-Ef^ml^ri] — E[f\^ n ] ||i 

^ 2 11/ — g m \\i + \\g m ~ Elgml^n] ||i < 36：. 


因此 


/ = lim E[f\^ n ]. 

n-^oo 

反之，设对任意的 / 6 L 1 上式满足，贝 lj / 可由 L ^ L 1 ^) 中的函数逼近，而后者是可 
数的.完毕. 

现在可以叙述本小节的主要结果了. 


定理 15.4.5. (Radon-Nikodym 定理) 设⑹，多, P ) 是可分概率空间， Q 是多上的有限 
测度.则下列两条件等价： 

(i) Q < P； 

(ii) 存在 k G L 1 ， A : 之0，使 


Q{A)= / k dP. 

J A 

上述的 A : 称为 Q 对 _ P 的 Radon - Nikodym 导数，记为 A := 磬. 

由积分的性质， （ ii ) 是蕴涵了 ( i ) 的. 因此我们要证明的是 ( i )^( ii ). 让我们从最 
简单的情况开始. 
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引理 15.4.6. 设多是有限 cr 代数，其原子为{為，1 < i < n }. 又设 (5 S 则 


k { uj ) = 


Q ( A t ) 

聊， 


这里我们约定 g =0. 

这是可以直接验证的，读者不妨自己试试. 

引理 15.4.7. 设{&，》 1} 是多的上升的有限子 a 代数族，/^、仏分别表示尸^在^上 
的限制.令 

dQ n 


则 { k,n 2 1} 是一致可积鞅. 

证明：任意固定 n. 设多^的原子为 {Ai, …, A p }, 多 " n+1 的原子为{执，…, B q }. 
自然有 

设由于為6多 n +1 ， 故它可以写成并集： 

A = Ui = 1 B ni , {〜，•••，〜} C {!,-•• , q }. 


因此 


E [ k n + i \^ n }{ uj ) 


ELl I Bnz k n+l dP 

P ( A ) 


ELiQ (^) 

p ( A ) 


Q ( A t ) 

聊 


^ n (^). 


这样便证明了 1} 是鞅.下面证明它是一致可积的. 

首先，由于它是非负的，故是 L 1 鞅，因此只需要证明其积分是一致绝对连续的. 
WE G Vn, 设多"几的原子为為_，…，為，贝 IJ 



dP 


E 鶚，叫 


I 

E 

i=i 


P { A Z n A) 

P ( A ) 




令 


则 


户 ㈤ =E 


P { A Z n A) 

P ( A ) 


P { A X ). 




{ ▲: ^!r e [2_s_1 

Bg : = ^Ai^As^-i 9 


2—s).} 



\k n \ dP<J2^~ S Q(B s )； 
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P ( A ) >5^2- 5 -^(5,). 

S=1 

现在， Ve > 0, 取卽使 2— S0+1 Q ⑹） < I, 则 



k n \ dP < 


Y /2- s Q [ B 8 ) 



e 

2 ； 


由于 Q < P ， 存在 Y 使 P ( A ) < 猶 Q ⑷ < |. 再取 5 = 2- s 。，， 则 P ⑷ < 6 时， 
Mo < s < 卽就有 

P(B S ) < 2 S0+1 P(A) < 5\ 

因而 

Q(B S ) < 

这样 

\K\ dP < 二 2 ~ s - + - < s. 

s=0 

注意上述 6 只依赖于 e 而不依赖于 n , 因此就证明了积分的一致绝对连续性.完毕. 
现在我们可以给出 

Radon-Nikodym 定理的证明： 由上一引理，心是一致可积鞅，因而是正则鞅. 
设其终值为 A :. 我们来证明 




k dP = Q(A), \/A G 

由单调类定理容易证明，对于任意0 6 (八)，有 



k n (j) dP = 

取就得到 




k n E[lA\^n] dP = 



即 

k n dP — J ( f) n dQ . 

n -> oo 时，由于 ||fc - k n \\i -> 0, 故左边趋于// A: cLP; 另一方面，由于^是戶^;趋 
于： U 的，故由 Q P 也是 Q-a.e. 趋于 1 A 的；再加上<永远不超过1,因而由控制收敛 
定理右边趋于]^ = Q(-4). 因而 
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完毕. 

注： 若 P 只是有限测度而未必是概率测度时，定理照样成立.这是因为 P ㈨ 疒 1 P 必 
然是概率测度，而我们只要考虑此测度即可.同样地，下面的结果也不限于概率测 
度. 


命题 15.4.8. 设 Q < P， 则对任意非负可测函数/有 



证明只是简单地由定义出发，用一下单调类定理. 

对 Radon-Nikodym 导数，可以像对普通的导数一样进行”约分”. 

命题 15.4.9. 设巧, P 2 ,P 3 为有限测度且巧 <P 2 < P 3 , 则 


证明 ： Wl G 多，我们有 

PM ) 


dPx 


dPs 

dP 2 


dP 2 dPi ， 




dP 3 dP 2 
dP 2 dPi 


dP x . 


完毕. 

注：其实对未必可分的测度空间， Radon-Nikodym 定理也是成立的.例如见 Halmos 等. 

§15.5 下鞅的 Doob 分解 
§15.6 P 对偶 


设 P > 1,我们来找出 P 的对偶空间. 

定理 15.6.1. 设(X，多， //) 为 a 有限测度空间， p > 1, 则 i/(X， 多， /x) 的对偶可等同 
于 Lq[X ， hi) ， 其中 g 是 p 的共扼指数，即 p-i + g- 1 = 1. 

证明： V / eL ' 令 

hid) •= / fg d^. 

JX 

则 Z / 是定义在 P 上的线性泛函且由 H 61 der 不等式有 


l f(a)\ < ll/llglMk (*) 


因此~是1/上的连续线性泛函 ，即& e ( ur • 下面要证明映射/ 4 ~既是满射又是 
单射.这又等价于：它是保范的满射. 

保范性是容 易的： 由⑺有 


\h\\(Lp)* ^ ll/llg. 
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然而若取 

^:=sgn(/)|/|^||/||^, 

则有 

ll‘=l 

且 

h ( g ) = ll / lk . 

所以 

WhW ( LP )* = \\ f \\ q - 

剩下我们还需要证明/ 4 ~为满射.即要 证明： 

(*) 任给 Z G (L 。 *, 存在 f G L' 使得 I = If 

我们给出两种证明方法：一种是利用我们刚刚学过的 Radon-Nikodym 定理，另 
一 种则是不用.之所以要这样做， 一 方面是大家可以比较一下，看看方法的不一样 
会怎样简化问题的解决；其次是那个复杂的方法里包含了一个重要的概念，既 P 的 
一致凸性，以及由此而产生的一些令人愉快的结果. 

方法一.首先注意到，可设 / i 为有限测度，因为否则的话，可利用 / i 的穷竭序列， 
在每一个测度有限的子空间上考虑. 

先设 Z 是 P 上的正泛函，即 

Kf) > 0, V/ G U, / >0. 

VA G 由于 1 a G 故可以令 

" ㈤ ： = z ( i A ). 

由啲 线性性和连续性和正性易证 Z / 是多上的有限测度.又当= 0时， lA 作为 p 的 
元素为0,故= 0. 因此 / i . 于是存在/ e L 1 使 

"㈤ = [f dfi. 

J A 

我们来证明事实上有 

fGL q . 

令 

fn - = /l|/|<n^ 

7/ •— f P _1 9 fP~ 1 Q 

- 一 Jn q J n • 
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则 ||Un||p = 1. 于是 Z(tO $ Mil. 但令一方面 

l(u n ) = Jujd^ = I u n f n d^=\\f n \\ q . 

故由 Fatou 引理 

[f q dfi= [ lim d/i < lim [ d/i = |/(^n )| 9 < \\l\\ q < oc, 

J J n-^oo n^oo I 

故 / g n 

由定义，&与/在示性函数上相等，于是在简单函数上相等.由于全体简单函数 
在 p 中稠密，故~三 z. 

方法二.我们先建立： 


命题 15 . 6 . 2 . (Clarkson 不等 I) 设 p > 1 ， f, g 6 L p . 

㈨ 若 p 仝2,则 

ii ^ ii ^ + ii ^ ii ^ < ^( ii / ii ^+ ibip ； 

( it ) 苦 1 <p $ 2,贝 'J 





其中 g 是 p 的共扼指数. 

为证明此命题，需要一下 引理： 

引理 15.6.3 •设 : r 6 [0,1]. 

㈨ 若 p 之2,则 

A + x 
(2 

( ii ) 若1 2,贝 'J 

(1 + x) q + (1 — x) q < 2(1 + x p )p^. 



其中 g 是 p 的共扼指数. 

证明：先看 «. 令 

l-Uo^ 1 — T 1 

f ( x ) : =(^ y +(-^ y --( i + xn . 

要证明在[0，1]上有注意 

厂⑼=1(2—奸 2 - 1) < 0. 

2 
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古女只需证明在 (0,1] 上有 F $ 0. 这又只需证明 

0㈤:=$ 0, X G (0,1]. 

直接计算知 Pfei ( l ) = 0,因此只需证明 P/zi 在(0, 1) 上单调上升，而这只要 Vx 6 (0, 1), 
Phi \ x ) > 0就行了. 

计算得 

夕 (x) = -^[(1+ Xf— 1 + (1 _ : Tf— 1 _ 2^- 1 ]. 


因此只要证 


^(x) := (1 + x) p — 1 + (1 — x) p_1 — 2 P_1 < 0 , x G ( 0 , 1 ). 

但由于 0(1) = 0,而 

f (x) ••= (p — 1)(1 + x) p ~ 2 + (p — 1)(1 — x) p ~ 2 > 0, x G (0,1), 


所以确实有 40) S 0, Vx G (0,1). ( i ) 证毕. 

( ii ) 的证明要复杂一些，但也只涉及到一些初等的计算. 
首先 , p = 2时显然是成立的，因此下面假设1 < p < 2. 
x = 0,1时，不等式是显然的.对 : r G (0,1)，做变换 

1 — u 


则 u 跑遍 (0,1) 时， x 也跑遍(0，1)，因此 ( ii ) 等价于 


(i + ^r + (i-^r<2(i 

1+ u 1+ u 

这又等价于(上式两边乘 (1 + uY )： 


(# 卢， ^(0,1). 


2 q (l+u q ) < 2[{l+ + (1 - u) p }^, ^G(0,1). 


两边取 p _ 1次幂就成为 

(1 + ^r 1 <^[(i+^) p +(i-^], ^g(o,i). 

用幂级数展开的方法可以证明，这最后一个不等式确实是成立的，但证明相当烦琐, 
我们略去它.有兴趣的读者可参考 E . Hewitt 与 K . Stromberg 的 Real and Abstract 
Analysis . 

我们还需要 
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命题 15.6.4. (0 < p < 1时的 MinfcomsH 不 等式」 设/，分 > 0，0 < p < 1，则 


/ + ^ p — / p + 9 V 


它的证明与 : p 2 1时是类似的. 

现在我们可以给出 Clarkson 不等式的 证明: 
( i ) p > 2 Ht , 由引理 15.6.3 对任何实数： r , 2 /有 


^ + y p 
2 



?/n* 


因而 

两边积分即得 

ll_ 临 +ll@ 临 5^(11/ 临 +_$)• 

( ii ) 若 1 < p S 2, 则由 0 < p < 1 时的 Minkowski 不等式有 






即 




f ~ 9 
2 


q 



但上式右边等于 



它小于等于 



我们知道，紧集上的连续函数一定有极大值，但一般非集上的连续函数却未必 
有极大值.因此，对一般的 Banach 空间 B ， 其上的连续线性泛函的范数，作为 B 中单 
位球上的值的绝对值的上确界，是不一定能够取到的.然而具体到 L p ， 此上确界恰 
恰可以取到. 

定理 15.6.5 •设 Z 6 ( LP )\ 则存在 p ||4 = 1，使％ ) = || Z ||. 
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证明： 如 |卩|| = 0, 则随便取哪个 P 都行，因此下面假定|卩|| > 0. 
由定义，存在 P 中的序列<使 

||<|| p = l，lim |/(^)| = ||/||, \ lWn )\ > 

n-^oo Z 

为了去掉绝对值，令如 = S gn (%； J )<， 则有 

\9n\\ P = 1, lim l(g n ) = ||/||, l(g f n ) > h\l\\. 

n-^oo Z 

我们来证明切 n ， n 之1}为1/中的 Cauchy 列. 

若否，则有正数6 > 0及两子列切及切吏 


9nk ~ 9rrik 


V 


> \/ k . 


由 Clarkson 不等式有 ， p > 2时 


5W + 9m-\-k 
2 


v 

V 


9rik _ 9m-\-k 
2 


^2 


9n 


k 


P 

V 


2 


9m k 


V 

V 


1 < _p < 2 时 


9n^ i 9m+k 

Q 

9n^ _ 9m-\-k 

Q < 

"l 

9n k 

V _) 

1 

9m k 

V 

2 

V 

2 

p — 

2 

V ^ 

" 2 

V 


V 


他们分别意味着，在 p 2 2时 


5W + 9m+k 
2 


p 

v — 


S\p 
2 


1 〈: p < 2时 




v — 


s\q 
2 

因此，对任意 p > 1，总能找到一个与 A ; 无关的常数^使 


9 n k + 9m-\-k 
2 


9n^ I 9m+k 
2 


v p < l - e \ yk . 


由于 Z ( 5Vi ) > 0， Vn ， 故仏 ^ + g mk ^ o . 于是可令 


hk •• 


9n k + 9m k 


9n k I 9m k ||p 


我们有 


l ( h k ) 


1 


5W 十 5W 


[Z(5Vi 


k 


K 9 m k )] 


V 


7 ； K9n 


> 



2 


K 9 m k )} 


l - s ,l 2 




k 


2 


Z(5W)]. 
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令 k 4 00 得 

lim inf > - 

k^oo 1 — S 1 


由于 = 1 ，上式是决不可能得 . 矛盾说明了如是 Cauchy 列.设其极限为仏则 

1(g) = lim l(g n ) = ||/||. 

n—>oo 

完毕 . 


引理 15.6.6 •设 / G (PY ， g e LM 吏 k|| p = 1 ， ％) = ||Z|| > 0. 任给 f G L ' 令 

彡/⑷ = \\g + tf\\p^ t ^ 


则当 (/)/ 在 : i = 0 处可微时，有 



证晛 不妨设 | 卩 || = 1. Vi , 有 

1(9 + t(f — l(f)g)) = 1(g) + - 1(f)) = 1(g) 


一 


因此 

\\g + t{f ~Kf)9)\\ P > i- 

由于 |t | 充分小时有 

g + tf = (1 + tl(f))[g + S + ;z(/) (/ - Kf)a)}. 


故 

这样 


\\9 + tf\\ p - \\g\\ p > |1 + tl(f)\ - 1 = tl(f). 

>m 

40 t -、"， 

m t — 、 ) 


所以 


lim 細⑼ 

t^o t 


1(f). 


完毕 . 

现在我们回到 H 得证明 . 设是两实数 , P>1. 考虑 [- 1 ， 1] 上得函数 

a(t) := \tu + v\ p . 


119 



我们有 

因此由中值定理有 
现在令 

则有 

由于 

故由控制收敛定理有 


a \ t ) = pu{tu + v)\tu + v \ p ~ 2 . 
tu + v\ p — \ u \ p \ < (\ u \ + |^|) p | t |. 

= f \tf + g\ p dll , 


_ _ _ 
t 



\tf + g\ p -\g\ p 

t 


dji . 


\tf + g\ p -\g\ p 

t 


<(\f\ + \g\Y, 


于是 


l lm 贩-扇 

t-^0 t 




因此 

Kf) = \\i\\ J fg\g\ p — 2 #. 

故取即有 "e LqRi = i h . 完毕. 


§15.7 Lebesgue 分角军 


作为 Radon - Nikodym 定理的应用，我们来证明 Lebesgue 分解定理. 

简单起见，我们设//、〃均是有限测度.与绝对连续相关的另一个重要概念是相 
互奇异性. 


定义 15.7.1. 若存在 B 6多使 / i ( B ) = 0而 z /( B c ) = 0，则称 / i 与 z / 互相奇异.记 
为 丄 ZA 

所以互相奇异这个概念就象军事上的划江而治，互不干涉.这里还有两点值得 
注意： 首先互相奇异是对称的概念，即双方地位平等，这与绝对连续是不同的；其 
次，互相奇异和绝对连续并不是互斥的，比如恒为零的测度，它既与任何测度互相 
奇异，又关于任意测度绝对连续. 
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任意拿两个测度， 一 般它们的关系当然处于中间状态：既不是互相奇异，又不 
是一个关于另一个绝对连续.不过，却发现可以将这种复杂的关系分解为 
简单关系的和. 

定理 15.7.2. 分解定理」设 / i 、 z / 是有限测度，则存在唯一的分解 


" = W 十 z / 2 , 

其中 h 与 A 均是有限测度且 W < / i ； 6丄 / i . 

证明：显然 Z / $ /i + ZA 令 


d(fi + v) 

对任意£： > 1,令 

E £ := {x e X : f(x) > e}. 

则 

^(E £ ) = f f d(fi + u) > sfi(E £ ) + eu{E £ ) > eu{E £ ). 

J Ee 

因此 

H E e ) = fi ( E e ) = 0. 

所以 

(fi + iy)(E £ ) = 0. 

这样 

OO 

(/i + z/) (/ >l) = (/i + ^ =l E,_) < + " 胸 = 0. 

n 《 』 n 

n=l 

因此不妨设 /( x ) < 1, Vx G X . 再令 

B :={xeX : f(x) = 1}. 

由于 r 

^(B) = / / d(fi + u) =/i(5) + z/(5), 

J B 

故 MB) = o .令 

ui{E) := v[E fi B c \ jy 2 (E) ••= v{E fi B\ ME G ^. 

则 z / 2 丄 / i 且 

z/ = z/i + z/ 2 . 
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下面证明 W S / i . 设 E G 多且 / i (五 ）= 0, 则 


ME ) 


v[E nB c )= / / rf(/i + u ) 

JEnB c 



所以 

f (1 — f ) du = 0. 

J EnB c 

由于在上 / < 1，所以 

u x {E) = u(EnB c ) = 0 . 

于是 ^ S / i . 分解的存在性得证. 

下面证明唯一性.设还有一个满足相同性质的分解 


相应的 X 的分割为 



V \ + V 2 


X = BUB C . 


若五 G 多且五 c B U B , 有 / i ( E ) = 0，因而由 v \ < 

^i(E) = ui(E) = 0 , 


因此 

u 2 ( E ) = 0 2 { E ). 

而对于 E G 5 C n 5 C ，有 

iy 2 (E) = U2(E) = 0 . 

于是 VE 6 多，有 

u 2 ( e ) = u 2 (e n(Bu B)) + u 2 (e n (B c n B c )) 

= v 2 [e n(Bu B)) + o 2 {e n (B c n B c )) 
= 


由此又有 

^ l ( E ) = U 2 { E ). 

分解的唯一性得证.完毕. 


推论 15.7.3. 存在/ G Li ( X , 多， / i ) 及 / i - 可略集 iV 使 VE G 多有 

u ( E ) = [ f ( x ) i ^{ dx ) + u ( EnN ). 

J E 
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并且上述分解在下面意义下唯 一的： 苦另有 g G Li ( X , 多， / i ) 及 / x - 可略集 M 使 VE G 
多有 

u(E) = [ f(x)i^{dx) + u(EnM) J 

J E 

则 / = g a . e . 且 (/i + z/)(M △ iV ) = 0. 


上述的分解也叫 Lebesgue 分解. 

有了 Lebesgue 分解之后，我们就可以推广 Radon - Nikodym 导数的概念到一般 
未必绝对连续的测度. 

定义 15.7.4. 设 / i 、 z / 是两个有限测度， iy 失于的 Lebesgue 分解为 

iy ( E ) = u(E D B ) + f ( x ) fi ( dx ) ， / i (5) = 0. 

J E 


定义 

dv j f ( x ) 如果 x G B 

d/i I cx ) 如果 x 6 


g 称为 z / 对 / i 的导数. 


由推论 25.7.5, g 是 + 

1 唯一确定的. 

我们有 



命题 15.7.5. (%) 

dji 

(^y 1 


dv 

\d^J 

间若 /ii + / i 2 《: / i ， 则 

djii 

d \ i \ dji 


d [ i 2 

d/jj dfjj 2 


现在讨论导数 Radon - Niko dym 导数的收敛性问题.设 / i 与 z / 均是多上的有限测 
度，多 n , n = 1，2, • • • ，为多的子 a 代数且多= a ( U ^ =1 ^ n ). "在多上的限制分别 

记为 / i n 、 z / n . 显然，若 z / $ / i ， 则 Vn , -此时我们称〃关于 /i 局部绝对连续, 

记为 z / < loc / i . 这个问题的反问题 是：若 z / < loc / i , 是否无条件地有 z / $ / i ? 若否, 
在什么条件下有此结果？ 


定理 15.7.6. 设九=||久，/ = |，则 

( z^lim^oo /n = /； /i + iy - a . e .; 

( ii ) v 《 /i 的充要条件是 .. Vn ， / n < oo ) = 1; 

( iii > 1 /x 的充要条件是 ^(linv^oo / n = oo ) = 1 ， 或者等价地 /iGimwoo / n < 


0 ) = 1 . 
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由此我们可以得到关于乘积测度的 Kakutani 定理. 

定理 15.7.7. 士边 mi 」 设 ( X n ，多 n ， /i n ) 是概率 空间， 〜是 (X 。， 上的概率测度且 z / n 《 

~ 令 a = n=i/^，" = n=i 〜，则要么 




要么 


z/ 丄 /i. 


更精确一些，记 

则当 

Y[ I /r? djlk > 0 或 = 0 

n=l J Xn 

时，分别有 Z/ 《 /i 或 Z/ 丄 /i. 
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